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ВСТУП

Актуальнiсть теми дослiдження. Пiсля того як Ґелвiн i Ґлезер при-

думали1 топологiчне доведення теореми Гайдмена [53], топологiчнi методи ста-

ли стандартним iнструментом в сучаснiй комбiнаторицi чисел. Визначальним є

той факт, що кожна напiвгрупова операцiя ∗, визначена на дискретному про-

сторi S, продовжується до правотопологiчної напiвгрупової операцiї на β(S),

компактифiкацiї Стоуна-Чеха простору S. Надiлена продовженою операцiєю,

компактифiкацiя Стоуна-Чеха β(S) перетворюється на компактну гаусдорфову

правотопологiчну напiвгрупу. Оскiльки напiвгрупа β(S) компактна, то вона мi-

стить iдемпотенти, мiнiмальнi (лiвi) iдеали, i т.д., iснування яких має важливi

комбiнаторнi застосування.

Дослiдженням проблем комбiнаторики з допомогою ультрафiльтрiв за-

ймаються такi всесвiтньо вiдомi математики як I. Протасов (Україна) [18, 16,

61, 17, 62], Є. Зеленюк (Україна-ПАР) [6, 7], Н. Гайдмен (США) [53, 54, 55],

Д. Штраус (Англiя) [55], С. Феррi (Iталiя-Великобританiя-Колумбiя) [42] та ба-

гато iнших.

Компактифiкацiю Стоуна-Чеха β(S) можна розглядати як пiдмножину

другої степiнь-множини P(P(S)). Степiнь-множина P(X) довiльної множини

X (зокрема, X = P(S)) має природну компактну топологiю, успадковану з

канторового куба {0, 1}X пiсля ототожнення кожної пiдмножини A ⊂ X з її ха-

рактеристичною функцiєю. Степiнь-множина P(X) є повною дистрибутивною

ґраткою по вiдношенню до операцiй перетину i об’єднання.

Найменша повна пiдґратка ґратки P(P(S)), що мiстить β(S), збiгається з

простором G(S) гiперпросторiв включення, добре вивченим об’єктом категорної

топологiї. За означенням, сiм’я A ⊂ P(S) непорожнiх пiдмножин S називається

гiперпростором включення, якщо разом з кожною множиною A ∈ A сiм’я A
мiстить усi надмножини множини A в S.

1Не опублiковано, див. [55, с.102], [54].
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Завданням дисертацiйного дослiдження є показати, що асоцiативна бiнар-

на операцiя, визначена на дискретному просторi S, продовжується не тiльки

на β(S), але також i на найменшу повну пiдґратку G(S) ⊂ P(P(S)), поро-

джену множиною β(S), а також вивчити алгебраїчну та алгебро-топологiчну

структуру одержаних напiвгруп. Надiлений продовженою операцiєю, простiр

гiперпросторiв включення G(S) стає суперкомпактною правотопологiчною на-

пiвгрупою, що мiстить β(S) як замкнену пiднапiвгрупу. Крiм β(S), напiвгрупа

G(S) мiстить багато iнших важливих пiдпросторiв в якостi замкнених пiднапiв-

груп: суперрозширення λ(S) простору S, простiр Nk(S) k-зчеплених гiперпро-

сторiв включення, простiр Fil(S) фiльтрiв на S (який мiстить iзоморфну копiю

степiнь-напiвгрупи Γ(S) напiвгрупи S), i т.д.

Очiкується, що дослiдження алгебраїчних структур на суперрозширеннях

та просторах гiперпросторiв включення проллє свiтло на деякi вiдомi проблеми

комбiнаторики, що не розв’язуються з допомогою ультрафiльтрiв. Зокрема, це

стосуєтьcя проблеми Овiнґса про iснування нескiнченної одноколiрної множи-

ни виду A + A у довiльному двоколiрному розфарбуваннi натурального ряду.

Вищезазначене доводить актуальнiсть дисертацiйного дослiдження, обумовлює

його структуру.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-

сертацiйне дослiдження проведене в рамках плану наукової роботи кафедри

алгебри та геометрiї Прикарпатського нацiонального унiверситету iменi Васи-

ля Стефаника за проектом Державного фонду фундаментальних дослiджень

25.1/099 "Узагальнення ймовiрнiсних мiр, їх категорнi i фрактальнi властиво-

стi, наближення i застосування", номер державної реєстрацiї 0108U009228, а та-

кож в рамках плану наукової роботи кафедри геометрiї i топологiї Львiвського

нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка МТ224Ф "Тополого-алгебраїчнi

структури та їх застосування", номер державної реєстрацiї 0104U002128.

Мета i задачi дослiдження. Дисертацiйне дослiдження має на метi про-

довження асоцiативної бiнарної операцiї, заданої на дискретному просторi S, до

напiвгрупової правотопологiчної операцiї на просторi гiперпросторiв включен-
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ня G(S) та його пiдпросторах; вивчення структур одержаних напiвгруп. Для

досягнення поставленої мети в дисертацiї потрiбно розв’язати такi задачi:

— продовжити асоцiативну бiнарну операцiю, задану на дискретному топо-

логiчному просторi S, до напiвгрупової правотопологiчної операцiї на просторi

гiперпросторiв включення G(S) та його пiдпросторах;

— дослiдити алгебраїчнi та алгебро-топологiчнi властивостi напiвгруп G(S);

— дослiдити алгебраїчнi та алгебро-топологiчнi властивостi суперрозши-

рень λ(S) груп S.

Об’єкт дослiдження - гiперпростори включення, суперрозширення груп,

напiвгрупи гiперпросторiв включення i максимальних зчеплених систем.

Предмет дослiдження - алгебраїчна структура напiвгруп гiперпросторiв

включення i максимальних зчеплених систем.

Методи дослiдження. У дисертацiйнiй роботi широко використовуються

методи теорiї груп та напiвгруп, теорiї правотопологiчних напiвгруп, p-адичного

аналiзу, теорiї категорiй, функторiв i монад, загальної топологiї, загальнi теоре-

тико-множиннi, комбiнаторнi та тополого-алгебраїчнi методи.

Наукова новизна одержаних результатiв. В дисертацiї вперше отри-

мано такi результати:

— продовжено асоцiативну бiнарну операцiю, задану на дискретному топо-

логiчному просторi S, до напiвгрупової правотопологiчної операцiї на просторi

гiперпросторiв включення G(S) та його пiдпросторах;

— вивчено самозачепленi множини в групах i обчислено їх мiнiмальну

потужнiсть для деяких груп;

— описано мiнiмальнi (лiвi) iдеали, топологiчнi та алгебраїчнi центри, ско-

ротнi справа (злiва) елементи, правi (лiвi) нулi, комутативнiсть напiвгруп гiпер-

просторiв включення та максимальних зчеплених систем;

— доведена топологiчна iзоморфнiсть мiнiмальних лiвих iдеалiв напiвгруп

λ(Z) та λ(Z2), де Z2 – група 2-адичних цiлих чисел;

— повнiстю описано структуру скiнченних напiвгруп гiперпросторiв вклю-

чення G(H) та суперрозширення λ(H) для груп H малих порядкiв.
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Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисертацiї

мають теоретичний характер i можуть бути використанi в комбiнаторицi чи-

сел, комбiнаторнiй теорiї розбиттiв, теорiї правотопологiчних напiвгруп, теорiї

груп, теорiї категорiй i функторiв; результати здобули мiжнародне визнання,

їх достовiрнiсть та наукове значення пiдтверджуються цитуваннями у статтях

iнших авторiв, зокрема, недавньому оглядi “Algebra in the space of ultrafilters

and Ramsey Theory” Н. Гайдмена та Д. Штраус.

Особистий внесок здобувача. Результати, викладенi у дисертацiї, отри-

манi здобувачем самостiйно. В опублiкованих спiльно з Т. О. Банахом та О. Р. Ни-

кифорчиним статтях спiвавторам належать постановка задач та обговорення

отриманих результатiв.

Автор висловлює щиру подяку науковому керiвнику – професору Тарасу

Онуфрiйовичу Банаху та завiдувачу кафедри алгебри та геометрiї Олегу Рости-

славовичу Никифорчину за постiйну увагу до роботи i допомогу в розв’язаннi

складних питань, що виникали пiд час роботи над дисертацiєю.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiдались

та обговорювались на:

— VI мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi (Кам’янець-Подiль-

ський, 1-7 липня 2007 р.);

— V лiтнiй школi "Алгебра, топологiя i аналiз" (Козьова, 6-18 серпня

2007 р.);

— зимовiй школi з абстрактного аналiзу (топологiчна частина) в Чеськiй

Республiцi (Гейнiце, сiчень 2008 р.);

— мiжнароднiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми механiки та ма-

тематики", присвяченої 80-рiччю вiд дня народження академiка НАН України

Я. С. Пiдстригача (Львiв, 25-29 травня 2008 р.);

— мiжнароднiй науковiй конференцiї "Аналiз та топологiя" (Львiв, 2-7 черв-

ня 2008 р.);

— на конференцiї "Теорiя множин, топологiя та банаховi простори" в Ре-

спублiцi Польща (Кельце, 7-11 липня 2008 р.);
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— VI лiтнiй школi "Теорiя множин i нескiнченна комбiнаторика" в Респу-

блiцi Польща (Теремiскi, 23-30 серпня 2008 р.);

— мiжнароднiй науковiй конференцiї "Нескiнченновимiрний аналiз та то-

пологiя" (Яремче, 27 травня - 1 червня 2009 р.);

— на засiданнях наукового семiнару факультету математики та iнфор-

матики та звiтних конференцiях Прикарпатського нацiонального унiверситету

iменi Василя Стефаника (Iвано-Франкiвськ, 2005 – 2008 рр.).

Публiкацiї. За матерiалами проведених дослiджень опублiковано 5 стат-

тей [46], [47], [26], [27], [28] та 6 тез доповiдей конференцiй [44], [45], [48], [30], [49],

[50]. Серед публiкацiй 5 праць у наукових виданнях з перелiку, затвердженого

ВАК України.

Структура i обсяг роботи. Дисертацiйна робота складається зi вступу,

п’яти роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел, що мiстить 69 най-

менувань (на 6 сторiнках). Повний обсяг роботи становить 140 сторiнок. Для її

оформлення використано видавничу систему LATEX.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ТА ОСНОВНИХ РЕЗУЛЬТАТIВ

ДОСЛIДЖЕННЯ

Пiсля вiдкриття Ґелвiном i Ґлезером топологiчного доведення1 теореми

Гайдмена [53], топологiчнi методи стали стандартним iнструментом в сучаснiй

комбiнаторицi чисел. Визначальним є той факт, що кожна напiвгрупова опера-

цiя ∗, визначена на дискретному просторi S, продовжується до правотопологi-

чної напiвгрупової операцiї ◦ на β(S), компактифiкацiї Стоуна-Чеха простору

S. Добуток двох ультрафiльтрiв U ,V ∈ β(S) може бути знайдений за два кро-

ки: спершу для кожного елемента a ∈ S напiвгрупи продовжуємо лiвий зсув

La : S → S, La : x 7→ a ∗ x, до неперервного вiдображення βLa : β(S) → β(S).

Таким чином, для кожного a ∈ S ми визначаємо добуток a ∗ V = βLa(V). Далi,

продовжуючи вiдображення RV : S → β(S), RV : a 7→ a ∗ V, до неперервного

вiдображення βRV : β(S) → β(S), ми визначаємо добуток U ◦ V = βRV(U). Цей

добуток можна також визначити прямо: це ультрафiльтр з базою
⋃

x∈U x ∗ Vx,

де U ∈ U i {Vx}x∈U ⊂ V. Надiлена продовженою операцiєю, компактифiкацiя

Стоуна-Чеха β(S) перетворюється на компактну гаусдорфову правотопологiчну

напiвгрупу. Оскiльки напiвгрупа β(S) компактна, то вона мiстить iдемпотенти,

мiнiмальнi (лiвi) iдеали, i т.д., iснування яких має важливi комбiнаторнi засто-

сування.

Той факт, що операцiю, визначену на дискретному просторi S, можна про-

довжити на компактифiкацiю Стоуна-Чеха, вперше довiв М. Дей [40], викори-

стовуючи метод Аренса [23]. Ототожнення компактифiкацiї Стоуна-Чеха β(S)

з простором ультрафiльтрiв вперше зроблено Еллiсом [41, роз. 8] для випадку,

коли S – група.

1Не опублiковано, див. [55, с.102], [54].
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Дослiдженням проблем комбiнаторики з допомогою ультрафiльтрiв за-

ймаються такi всесвiтньо вiдомi математики як I. Протасов (Україна) [18, 16,

61, 17, 62], Є. Зеленюк (Україна-ПАР) [6, 7], Н. Гайдмен (США) [53, 54, 55],

Д. Штраус (Англiя) [55], С. Феррi (Iталiя-Великобританiя-Колумбiя) [42] та ба-

гато iнших.

Компактифiкацiю Стоуна-Чеха β(S) можна розглядати як пiдмножину

другої степiнь-множини P(P(S)). Степiнь-множина P(X) довiльної множини

X (зокрема, X = P(S)) має природну компактну топологiю, успадковану з

канторового куба {0, 1}X пiсля ототожнення кожної множини A ⊂ X з її ха-

рактеристичною функцiєю. Степiнь-множина P(X) є повною дистрибутивною

ґраткою по вiдношенню до операцiй перетину i об’єднання.

Найменша повна пiдґратка ґратки P(P(S)), що мiстить β(S), збiгається з

простором G(S) гiперпросторiв включення, добре вивченим об’єктом категорної

топологiї. За означенням, сiм’я A ⊂ P(S) непорожнiх пiдмножин S називається

гiперпростором включення, якщо разом з кожною множиною A ∈ A сiм’я A
мiстить усi надмножини множини A в S. Кожна сiм’я B пiдмножин множини X

породжує гiперпростiр включення ↑B = {A ⊂ X : A ⊃ B для деякого B ∈ B},
який також буде позначатися через 〈B〉. У цьому випадку B називається базою

гiперпростору включення A = ↑B.
Поняття гiперпростору включення введено Д. Куртiсом в 1978 р. [37, 38].

Функтор гiперпросторiв включення визначив Є. Мойсєєв [13]. Дослiдженням

властивостей функтора i монади гiперпросторiв включення в категорiї компа-

ктiв займалися такi математики як М. Зарiчний [5, 66], Р. Мiрзаханян [10, 11],

Є. Мойсєєв [12], Т. Радул [19], А. Телейко [64, 65], О. Никифорчин [58] та iн.

Метою третього роздiлу є продовження конструкцiї простору G(X) гi-

перпросторiв включення поза межi компактiв, де ця конструкцiя добре вивчена,

див. [66]. Добре вiдомо, що конструкцiя простору гiперпросторiв включення є

функторiальною в категорiї компактiв. В третьому роздiлi ми продовжимо цю

конструкцiю на категорiю нормальних топологiчних просторiв. Використовую-

чи взаємозв’язок G(X) з розширенням Волмена ω(X), ми доведемо, що про-
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стiр G(X) є гаусдорфовим тодi i тiльки тодi, коли X – нормальний, а також

покажемо, що для нормального простору X простiр G(X) канонiчно гомеомор-

фний G(βX), де β(X) = ω(X) – компактифiкацiя Стоуна-Чеха простору X.

Насправдi, цей роздiл може розглядатися як продовження роботи Є.Мойсєєва,

який дослiджував подiбнi питання в [13]. Також ми розглянемо важливi замкне-

нi пiдпростори простору G(X): пiдпростiр фiльтрiв Fil(X), k-зчеплених систем

Nk(X), максимальних k-зчеплених систем λk(X).

Ми вивчатимемо алгебраїчну структуру просторiв G(X). Для кожного то-

пологiчного простору X простiр G(X) володiє двома бiнарними операцiями

∪ : G(X)×G(X) → G(X), ∪ : (F ,U) 7→ F ∪ U ,

∩ : G(X)×G(X) → G(X), ∩ : (F ,U) 7→ F ∩ U ,

i однiєю унарною операцiєю

⊥: G(X) → G(X), ⊥: F 7→ F⊥ = {E ⊂
cl

X : ∀F ∈ F E ∩ F 6= ∅},

що називається операцiєю трансверсалi. Цi операцiї надiляють простiр G(X)

структурою симетричної ґратки.

Основним результатом третього роздiлу є дуальна характеризацiя 3.7.1 гi-

перпросторiв включення зi скiнченними носiями. За означенням, гiперпростiр

включення називається гiперпростором включення зi скiнченним носiєм на X,

якщо вiн породжується скiнченною сiм’єю скiнченних пiдмножин множини X.

Ця характеризацiя суттєво використовуватиметься в теоремi 4.6.1 для опису то-

пологiчного центру напiвгрупи G(X) над дискретною групою X. Вона звучить

наступним чином: гiперпростiр включення F на T1-просторi X має скiнченний

носiй тодi i тiльки тодi, коли гiперпростори включення F та F⊥ мають бази,

що складаються зi скiнченних множин.

В четвертому роздiлi ми вивчаємо напiвгруповi операцiї на G(S) i їх

взаємозв’язок з ґратковою структурою G(S). Ми доводимо, що алгебраїчна

операцiя, визначена на дискретному просторi S, продовжується не тiльки на

β(S), але також i на найменшу повну пiдґратку G(S) ⊂ P(P(S)), породжену
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множиною β(S). Слiдуючи Бурбакi, множину S, надiлену бiнарною операцiєю

∗ : S×S → S, називатимемо магмою (часто вживається також альтернативний

термiн "групоїд"2). Магму S називатимемо квазiгрупою, якщо для довiльних

a, b ∈ S система рiвнянь a ∗ x = b i y ∗ a = b має єдиний розвязок (x, y) ∈ S × S.

Для довiльної магми S простiр гiперпросторiв включення G(S), надiлений

продовженою операцiєю, стає суперкомпактною правотопологiчною магмою, що

мiстить β(S) як замкнену пiдмагму. Якщо операцiя на S асоцiативна, то вона

продовжується до асоцiативної операцiї на G(S), див. твердження 4.1.1. Далi,

ми описуємо алгебраїчну та алгебро-топологiчну структуру одержаних магм.

Починаємо з iдентифiкацiї правих нулiв магми G(S). Кажемо, що гiперпростiр

включенняA ∈ G(S) є iнварiантним, якщо для кожного A ∈ A i x ∈ S множини

x ∗ A i x−1A = {y ∈ S : x ∗ y ∈ A} належать до A. Через
↔
G(S) позначаємо

множину всiх iнварiантних гiперпросторiв включення. Згiдно з твердженням

4.4.1, гiперпростiр включення A ∈ G(S) є iнварiантним тодi i лише тодi, коли A
є правим нулем в G(S). Звiдси випливає, що A◦B = B для кожних A,B ∈

↔
G(S).

Таким чином,
↔
G(S) є напiвгрупою правих нулiв. Множина

↔
G(S) замкнена в

G(S) i є повною пiдґраткою ґратки G(S), яка iнварiантна вiдносно трансверсалi.

Бiльше того, якщо
↔
G(S) є непорожньою, то вона є мiнiмальним iдеалом в G(S).

Множина
↔
G(S) є непорожньою, якщо для кожних a, b ∈ S рiвняння a ∗ x = b

має розв’язок x ∈ S.

Для квазiгрупи S (алгебраїчний) центр магми G(S) збiгається з центром S,

див. теорему 4.5.2. Цiкаво вiдмiтити, що для довiльної групи S центр напiвгрупи

β(S) також збiгається з центром групи S, див. теорему 6.54 з [55]. Нагадаємо,

що алгебраїчним центром магми S називається множина елементiв c ∈ S, що

комутують з усiма iншими елементами S.

Пiд топологiчним центром магми S, надiленої топологiєю, ми розумiємо

множину Λ(S), яка складається з усiх елементiв x ∈ S, для яких лiвi i правi

2Термiн "групоїд" вживається в теорiї категорiй i гомологiй для позначення цiлком

iнших алгебраїчних структур, тому ми надаємо перевагу бурбакiстському термiну "магма".
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зсуви

lx : S → S, lx : z 7→ xz, i rx : S → S, rx : z 7→ zx

є неперервними. Для квазiгрупи S топологiчний центр магми G(S) збiгається

з множиною G•(S) всiх гiперпросторiв включення зi скiнченними носiями, див.

теорему 4.6.1.

Скоротним елементам магми G(S) присвячено пiдроздiли 4.7 та 4.8. У

теоремi 4.7.1 доведено, що гiперпростiр включення F ∈ G(S) на квазiгрупi S

є скоротним злiва в магмi G(S) тодi i тiльки тодi, коли F є головним ультра-

фiльтром. Цей результат контрастує з теоремою 8.34 з [55], яка стверджує, що

множина скоротних (злiва) елементiв напiвгрупи β(S) мiстить вiдкриту всюди

щiльну пiдмножину напiвгрупи β◦(S) вiльних ультрафiльтрiв на S. Ситуацiя з

скоротними справа елементами магми G(S) дещо iнша: гiперпростiр включен-

ня F ∈ G(S) є скоротним справа в G(S), за умови, що iснує така сiм’я множин

{Sx}x∈S ⊂ F ∩ F⊥, що xSx ∩ ySy = ∅ для довiльних рiзних елементiв x, y ∈ S,

див. твердження 4.8.2, з якої виводиться наступна характеризацiя скоротних

справа ультрафiльтрiв в G(S), що узагальнює вiдому характеризацiю скоро-

тних справа елементiв напiвгрупи β(S), див. [55, теор. 8.11]. Для ультрафiльтра

U на злiченнiй магмi S наступнi умови рiвносильнi:

1) U є скоротним справа в G(S);

2) U є скоротним справа в β(S);

3) iндексована множина {xU : x ∈ S} є дискретною в β(S);

4) iснує така iндексована сiм’я множин {Ux}x∈S ⊂ U , що для довiльних

рiзних x, y ∈ S зсуви x Ux i y Uy є неперетинними.

Цю характеризацiю можна використати, щоб показати, що для довiльної

злiченної групи S напiвгрупа β◦(S) вiльних ультрафiльтрiв мiстить вiдкриту

всюди щiльну пiдмножину скоротних справа ультрафiльтрiв, див. теорему 8.10

з [55]. Виявляється, що схожий результат можна довести для напiвгрупи G◦(S):

для довiльної злiченної групи S напiвгрупа G◦(S) мiстить вiдкриту всюди щiль-
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ну пiдмножину скоротних справа вiльних гiперпросторiв включення, див. твер-

дження 4.8.4.

Крiм β(S), напiвгрупа G(S) мiстить багато iнших важливих пiдпросто-

рiв в якостi замкнених пiднапiвгруп: суперрозширення λ(S) простору S, про-

стiр Nk(S) k-зчеплених гiперпросторiв включення, простiр Fil(S) фiльтрiв на S

(який мiстить iзоморфну копiю степiнь-напiвгрупи Γ(S) напiвгрупи S), i т.д.

Вiдмiтимо, що напiвгрупи G(S), λ(S), Nk(S), Fil(S), β(S) i Γ(S) є час-

тковими випадками функтор-напiвгруп F (S) над правотопологiчними напiв-

групами S, див. [29]. Поняття функтор-напiвгрупи ввели А. Телейко i М. Зарi-

чний в [66]. Вони довели, що кожен слабко нормальний монадичний функтор

F : Comp → Comp в категорiї компактiв пiдiймається на категорiю компактних

топологiчних напiвгруп, тобто для кожної компактної топологiчної напiвгру-

пи S простiр F (S) має природну напiвгрупову структуру, див. [4] i [66, § 3.4].

Властивостi напiвгруп exp(S) i P (S) над топологiчними напiвгрупами S для

функторiв експоненти exp i ймовiрнiсних мiр P детально вивченi в [31], [32] i

[21].

Одним з найцiкавiших пiдпросторiв простору G(S) гiперпросторiв вклю-

чення є суперрозширення λ(S), що складається з усiх максимальних зчеплених

систем. За означенням, сiм’я пiдмножин L множини X називається зчепленою,

якщо будь-якi двi множини цiєї сiм’ї мають непорожнiй перетин. Така зчеплена

система L називається максимальною зчепленою, якщо вона збiгається з ко-

жною зчепленою системою M, що її мiстить. Суперрозширення λ(X) простору

X введено де Гротом в 1967 роцi, див. [51]. В 1968 роцi вийшла в свiт пра-

ця де Грота, Г. Єнсена i А. Вербiка "Суперрозширення" [52]. Пiдсумок дослi-

джень суперрозширень та суперкомпактностi голландською топологiчною шко-

лою (див. [51], [52], [68], [69] i iн.) був пiдведений у монографiї Яна ван Мiлла

"Суперкомпактнiсть та простори Волмена"[67].

Окрiм голландцiв, вивченням топологiчних властивостей суперрозширень

займалися вiтчизнянi математики: М. Зарiчний [5, 3, 2], А. Iванов [8], Т. Радул

[19], Є. Мойсєєв [12, 13] i iн.
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У п’ятому роздiлi ми вивчаємо алгебраїчну структуру суперрозширень

λ(X) груп X. Мотивацiєю для вивчення алгебраїчних i комбiнаторних власти-

востей напiвгрупи λ(X) є той факт, що для кожної максимальної зчепленої

системи L на X i кожного розбиття X = A ∪ B множини X на двi множини

A i B, одна з них належить L. Це дає можливiсть застосовувати максимальнi

зчепленi системи в комбiнаторицi чисел i теорiї Рамсея.

Ми починаємо роздiл, вивчаючи самозачепленi множини в групах. За озна-

ченням, множина A групи X називається самозачепленою, якщо A∩xA 6= ∅ для
всiх x ∈ X. В твердженнi 5.1.1 ми даємо нижню i верхню оцiнки для найменшої

потужностi sl(X) самозачепленої множини в X. Ми використовуємо цi оцiнки,

щоб охарактеризувати групи X для яких sl(X) ≥ |X|/2 в теоремi 5.1.2.

В пiдроздiлi 5.2 ми використовуємо самозачепленi множини для обчи-

слення потужностi напiвгрупи
↔
λ(X) максимальних iнварiантних зчеплених си-

стем на групi X. В теоремi 5.2.4 ми покажемо, що для нескiнченної групи X

ця потужнiсть дорiвнює 22|X| . В твердженнi 5.2.5 i теоремi 5.2.8 ми обчисли-

мо потужнiсть
↔
λ(X) для всiх скiнченних груп X порядку |X| ≤ 8, а також

охарактеризуємо групи X з |
↔
λ(X)| = 1. В пiдроздiлах 5.4 i 5.5 цi результа-

ти використовуватимуться для характеризацiї груп X, суперрозширення яких

мають (правi) нулi або є комутативними. В твердженнi 5.3.1 ми покажемо, що

максимальна зчеплена система L ∈ λ(X) є правим нулем в λ(X) тодi i тiльки

тодi, коли L є iнварiантною в тому розумiннi, що xL ∈ L для всiх L ∈ L та

x ∈ X. У теоремi 5.3.2 ми доведемо, що група X мiстить максимальну iнварi-

антну зчеплену систему (рiвносильно, λ(X) мiстить правий нуль) тодi i тiльки

тодi, коли кожен елемент X має непарний порядок. Ситуацiя з (лiвими) нулями

є дещо iншою: максимальна зчеплена система L ∈ λ(X) є лiвим нулем в λ(X)

тодi i тiльки тодi, коли L є нулем в λ(X) тодi i тiльки тодi, коли L є єдиною

iнварiантною максимальною зчепленою системою на X. Напiвгрупа λ(X) має

(лiвий) нуль тодi i тiльки тодi, коли X є скiнченною групою непарного порядку

|X| ≤ 5. Напiвгрупа λ(X) є комутативною тодi i тiльки тодi, коли група X має

скiнченний порядок |X| ≤ 4, див. теорему 5.5.1. Цiкаво зауважити, що напiв-
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група ультрафiльтрiв β(X) комутативна тодi i тiльки тодi коли X скiнченна

комутативна група.

Далi, ми зосередимось на скоротностi i центрах (топологiчних i алгебраї-

чних) суперрозширень λ(X) груп X. Оскiльки λ(X) є промiжною напiвгрупою

мiж β(X) i G(X), то одержанi результати для λ(X) в певному сенсi є промiжни-

ми мiж вiдповiдними результатами для β(X) i G(X).

У пiдроздiлi 5.6 ми опишемо скоротнi елементи в λ(X). Зокрема, ми

покажемо, що для скiнченної групи X всi скоротнi злiва чи скоротнi справа

елементи в λ(X) є головними ультрафiльтрами. З другого боку, якщо група X

є злiченною, то множина скоротних справа елементiв мiстить вiдкритий всюди

щiльний перетин з пiднапiвгрупою λ◦(X) ⊂ λ(X) вiльних максимальних зче-

плених систем, див. теорему 5.6.5. Це нагадує ситуацiю з напiвгрупою β(X), що

мiстить всюди щiльну вiдкриту пiдмножину скоротних справа елементiв (див.

[55, теор. 8.10]), а також з напiвгрупою G(X), скоротнi справа елементи якої

утворюють множину, що має вiдкритий всюди щiльний перетин з множиною

G◦(X) вiльних гiперпросторiв включення, див. твердження 4.8.4.

Пiдроздiл 5.7 присвячується опису топологiчного центру λ(X). Згiдно

з [55], для кожної групи X топологiчний центр напiвгрупи β(X) збiгається з

X. З другого боку, топологiчний центр напiвгрупи G(X) збiгається з пiдпро-

стором G•(X) простору G(X), що складається з гiперпросторiв включення зi

скiнченними носiями, див. теорему 4.6.1. Подiбнi результати виконуються також

для напiвгрупи λ(X): для кожної не бiльш нiж злiченної групи X топологiчний

центр напiвгрупи λ(X) збiгається з λ•(X), див. теорему 5.7.4.

Пiдроздiл 5.8 присвячено опису алгебраїчного центру напiвгрупи λ(X).

В теоремi 5.8.2 ми доведемо, що для кожної злiченної нескiнченної групи X

алгебраїчний центр напiвгрупи λ(X) збiгається з алгебраїчним центром групи

X. Цiкаво вiдмiтити, що для довiльної групи X алгебраїчнi центри напiвгруп

β(X) i G(X) також збiгаються з центрами групи X, див. [55, теор. 6.54] i теорему

4.5.2. З iншого боку, для скiнченних груп X порядку 3 ≤ |X| ≤ 5 алгебраїчний
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центр напiвгрупи λ(X) є строго бiльшим нiж алгебраїчний центр групи X, див.

пiдроздiл 5.11.

Розумiння структури мiнiмальних лiвих iдеалiв напiвгрупи β(X) має ва-

жливi комбiнаторнi застосування. Наприклад, властивостi ультрафiльтрiв з мi-

нiмального лiвого iдеалу напiвгрупи β(X) використовувалися в топологiчному

доведеннi класичної теореми Ван дер Вардена [55, теор. 14.3], яке належить

Фустенбергу i Катнельсону [43]. Мiнiмальнi лiвi iдеали напiвгрупи β(Z) вiдiгра-

ють важливу роль також в топологiчнiй динамiцi, див. [24], [25], [55, роз. 19].

Ми сподiваємося, що вивчення структури мiнiмальних (лiвих) iдеалiв напiвгруп

λ(X) також буде мати комбiнаторнi застосування.

Одним з основних результатiв п’ятого роздiлу є теорема 5.10.1, яка ствер-

джує, що мiнiмальнi лiвi iдеали напiвгрупи λ(Z) є компактними метризовними

топологiчними напiвгрупами, iзоморфними мiнiмальним лiвим iдеалам супер-

розширення λ(Z2) групи Z2 цiлих 2-адичних чисел.

Насамкiнець, у пiдроздiлi 5.11 ми описуємо алгебраїчну структуру су-

перрозширень λ(X) груп X порядку |X| ≤ 5.

Очiкується, що дослiдження алгебраїчних структур на суперрозширеннях

та просторах гiперпросторiв включення проллє свiтло на деякi вiдомi проблеми

комбiнаторики, що не розв’язуються з допомогою ультрафiльтрiв. Зокрема, це

стосується проблеми Овiнґса про iснування нескiнченної одноколiрної множини

виду A + A у довiльному двоколiрному розфарбуваннi натурального ряду.
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РОЗДIЛ 2

ДОПОМIЖНI ОЗНАЧЕННЯ ТА РЕЗУЛЬТАТИ

2.1. Напiвгрупи та магми

Множину X, надiлену бiнарною операцiєю ∗ : X ×X → X, називатимемо

магмою. Пiдмножина A магми (X, ∗) називається пiдмагмою X, якщо A∗A ⊂ A,

де A ∗ A = {a ∗ b : a, b ∈ A}. Якщо операцiя є асоцiативною, то X називається

напiвгрупою. Вiдображення h : X1 → X2 мiж двома магмами (X1, ∗1) та (X2, ∗2)
називається гомоморфiзмом, якщо h(x ∗1 y) = h(x) ∗2 h(y) для всiх x, y ∈ X1.

Непорожня пiдмножина I магми (X, ∗) називається iдеалом (вiдповiдно

правим iдеалом, лiвим iдеалом), якщо I ∗X ∪X ∗ I ⊂ I (вiдповiдно I ∗X ⊂ I,

X ∗ I ⊂ I). Елемент z магми (X, ∗) називається нулем (вiдповiдно лiвим нулем,

правим нулем) в X, якщо x ∗ z = z ∗ x = z (вiдповiдно z ∗ x = z, x ∗ z = z)

для кожного x ∈ X. Це еквiвалентно тому, що z є iдеалом (вiдповiдно правим

iдеалом, лiвим iдеалом) в X. Кожен правий чи лiвий нуль z ∈ X є iдемпотентом

в тому розумiннi, що z ∗ z = z.

Напiвгрупа (X, ∗) називається напiвгрупою правих нулiв, якщо x ∗ y = y

для всiх x, y ∈ X.

За означенням, (алгебраїчним) центром магми X називається множина

C = {x ∈ X : ∀y ∈ X xy = yx}.

Пiд топологiчним центром магми X, надiленої топологiєю, ми розумiємо

множину Λ(X), яка складається з всiх таких елементiв x ∈ X, що лiвi i правi

зсуви

lx : X → X, lx : z 7→ xz, i rx : X → X, rx : z 7→ zx

є неперервними.

Елемент a магми X називається скоротним злiва (вiдповiдно скоротним

справа), якщо для довiльних елементiв x, y ∈ X з рiвностi ax = ay (вiдповiдно
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xa = ya) випливає, що x = y. Це рiвносильно тому, що лiвий (вiдповiдно правий)

зсув la : X → X, la : x 7→ a ∗ x, (вiдповiдно ra : X → X, ra : x 7→ x ∗ a) є

iн’єктивним.

Магма X називається квазiгрупою, якщо для кожних a, b ∈ X система

рiвнянь a ∗ x = b i y ∗ a = b має єдиний розв’язок (x, y) ∈ X × X. Очевидно,

що кожна група є квазiгрупою. З другого боку, є багато прикладiв квазiгруп,

не iзоморфних групам, див. [60], [35].

Елемент a напiвгрупи S називається регулярним, якщо a ∈ aSa. Якщо

кожен елемент напiвгрупи S є регулярним, то напiвгрупа S називається регу-

лярною. Кажемо, що два елементи a i b напiвгрупи S є iнверсними, якщо aba = a

i bab = b. Якщо для кожного елемента напiвгрупи iснує єдиний iнверсний до ньо-

го елемент, то напiвгрупа називається iнверсною. Напiвгрупа, яка є об’єднанням

груп, називається клiфордовою.

Пiд G-простором ми розумiємо множину X, надiлену лiвою дiєю G×X →
X групи G. Кожна група G розглядатиметься як G-простiр, надiлений лiвою

дiєю G. Важливим прикладом G-простору є фактор-простiр G/H = {xH : x ∈
G} групи G за пiдгрупою H ⊂ G.

Зробимо декiлька зауважень щодо структури напiвгрупи S, що мiстить

пiдгрупу G. В цьому випадку S можна розглядати як G-простiр, надiлений

лiвою дiєю групи G. Отже, ми можемо розглядати простiр орбiт S/G = {Gs :

s ∈ S} i проекцiю π : S → S/G. Якщо G мiститься в центрi напiвгрупи S

(тобто елементи G комутують з усiма елементами напiвгрупи S), тодi простiр

орбiт S/G володiє єдиною напiвгруповою операцiєю, що перетворює S/G на

напiвгрупу i проекцiю π : S → S/G на напiвгруповий гомоморфiзм. Кажемо, що

напiвгрупа S є розщеплюваною, якщо iснує такий напiвгруповий гомоморфiзм

s : S/G → S, що π ◦ s є тотожнiм гомоморфiзмом на S/G. Такий гомоморфiзм s

називається селекцiєю гомоморфiзму π i напiвгрупа T (G) = s(S/G) називається

G-трансверсальною напiвгрупою напiвгрупи S. Очевидно, що G-трансверсальна

напiвгрупа T (G) має одноточковий перетин з кожною орбiтою напiвгрупи S.
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Якщо напiвгрупа S є розщеплюваною, то структуру S можна описати

наступним чином.

Твеpдження 2.1.1. Якщо напiвгрупа S є розщеплюваною i T (G) є транс-

версальною напiвгрупою напiвгрупи S, то T (G) iзоморфна S/G i S є фактор-

напiвгрупою добутку T (G) × G вiдносно гомоморфiзму h : T (G) × G → S,

h : (a, h) 7→ ah.

Звернемо увагу на деякi позначення. Слiдуючи алгебраїчним традицiям

через Cn позначатимемо циклiчну групу порядку n, а через D2n – дiедральну

групу порядку 2n. Через Zp, де p – просте число, позначаємо групу цiлих p-

адичних чисел. Нагадаємо, що Zp = lim←−Cpk є границею оберненої послiдовностi

· · · → Cpn → · · · → Cp3 → Cp2 → Cp

циклiчних p-груп Cpn .

2.2. Компактнi правотопологiчнi напiвгрупи

У цьому пiдроздiлi ми пригадаємо деякi вiдомi факти про правотопологi-

чнi напiвгрупи та магми. За означенням, правотопологiчною магмою називає-

ться топологiчний простiр S, надiлений такою бiнарною операцiєю ∗ : S×S → S,

що для кожного a ∈ S правий зсув ra : S → S, ra : x 7→ x ∗ a, є неперервним.

Якщо бiнарна операцiя ∗ : S × S → S є неперервною, то (S, ∗) називається то-

пологiчною магмою. Якщо ця операцiя є асоцiативною, то говоримо про (пра-

во)топологiчнi напiвгрупи.

Вiдмiтимо, що для кожного елемента x напiвгрупи S множина Sx = {sx :

s ∈ S} (вiдповiдно, xS = {xs : s ∈ S}) є лiвим (вiдповiдно, правим) iдеалом в

S. Такий iдеал називається головним. Iдеал I ⊂ S називається мiнiмальним,

якщо кожен iдеал напiвгрупи S, що мiститься в I, спiвпадає з I. Аналогiчно

визначаються мiнiмальнi лiвi i правi iдеали напiвгрупи S. Легко бачити, що ко-

жен мiнiмальний лiвий (вiдповiдно правий) iдеал I є головним. Бiльше того,
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I = Sx (вiдповiдно I = xS) для кожного x ∈ I. З цього простого спостереження

випливає, що кожен мiнiмальний лiвий iдеал правотопологiчної напiвгрупи S

є замкненим в S. Згiдно [55, нас. 2.6], кожен лiвий iдеал в компактнiй право-

топологiчнiй напiвгрупi S мiстить мiнiмальний лiвий iдеал. Об’єднання K(S)

всiх мiнiмальних лiвих (правих) iдеалiв в S спiвпадає з мiнiмальним iдеалом

напiвгрупи S, див. [55, теор. 2.8].

За теоремою 2.5 з [55], кожна компактна правотопологiчна напiвгрупа мi-

стить iдемпотент. Iдемпотенти мiнiмального iдеалу K(S) вiдiграють важливу

роль в розумiннi структури K(S). Бiльш точно, за теоремою 2.9 з [55] для ко-

жного iдемпотента e мiнiмального iдеалу K(S) виконуються наступнi твердже-

ння:

• Se є мiнiмальним лiвим iдеалом в S;

• eS є мiнiмальним правим iдеалом в S;

• SeS = K(S) є мiнiмальним iдеалом напiвгрупи S;

• eSe збiгається з максимальною пiдгрупою H(e), що мiстить iдемпо-

тент e.

• {Se : e ∈ E(K(S))}, {eS : e ∈ E(K(S))} i {eSe : e ∈ E(K(S))} розбива-

ють мiнiмальний iдеал K(S) на неперетиннi класи, де через E(K(S)) познача-

ється множина всiх iдемпотентiв K(S).

За теоремою 2.11 з [55], всi мiнiмальнi лiвi iдеали в S гомеоморфнi i всi

максимальнi пiдгрупи мiнiмального iдеалу K(S) є алгебраїчно iзоморфними.

Бiльше того, якщо двi максимальнi групи мiстяться в одному мiнiмальному

правому iдеалi, то вони є топологiчно iзоморфними.

В подальшому ми часто використовуватимемо наступну лему.

Лема 2.2.1. Нехай X, Y – компактнi правотопологiчнi напiвгрупи. Якщо

напiвгруповий гомоморфiзм h : X → Y є iн’єктивним на деякому мiнiмально-

му лiвому iдеалi напiвгрупи X, то h є iн’єктивним на кожному мiнiмальному

лiвому iдеалi напiвгрупи X.
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Доведення. Припустимо, що h є iн’єктивним на мiнiмальному лiвому

iдеалi Xa i розглянемо довiльний iнший мiнiмальний лiвий iдеал Xb напiвгрупи

X. Згiдно з [55, теор. 2.11], правий зсув ra : X → X, ra : x 7→ xa, є iн’єктивним

на Xb. Далi, розглянемо правий зсув rh(a) : Y → Y , rh(a) : y 7→ y · h(a). З

рiвностi h◦ ra = rh(a) ◦h i iн’єктивностi вiдображень ra|Xb i h|Xa, випливає, що

вiдображення h|Xb – iн’єктивне. ¤

2.3. Функтори G i λ в категорiї компактiв

Через exp(X) позначимо множину всiх непорожнiх замкнених пiдмножин

топологiчного простору X, надiлену топологiєю Вiєторiса, тобто топологiєю,

породженою базою, що складається з усiх множин вигляду

〈U1, . . . , Un〉 = {C ∈ exp(X) : C ⊂
n⋃

i=1

Ui i ∀i ≤ n C ∩ Ui 6= ∅},

де U1, . . . , Un – вiдкритi пiдмножини простору X.

Нагадаємо деякi вiдомi факти про топологiю Вiєторiса. Згiдно з [20, § IV.3],

для T1-простору X гiперпростiр exp(X) гаусдорфовий тодi i тiльки тодi, коли X

– регулярний. Нормальнiсть T1-простору X рiвносильна (цiлком) регулярностi

простору exp(X), а компактнiсть X — нормальностi (i компактностi) гiперпро-

стору exp(X), див. [22, теор. 2.7.20, теор. 3.12.26]. Топологiя Вiєторiса на гiпер-

просторi exp(N) дискретного простору N добре вiдома в дескриптивнiй теорiї

множин пiд назвою топологiї Еллентука. Простiр exp(N) з цiєю топологiєю не є

нормальним, див. [57, теор. 19.D] чи [22, теор. 3.12.26]. Як наслiдок, друга експо-

нента exp2(N) = exp(exp(N)) не є регулярним простором. В подальшому запис

A ⊂
cl

X (вiдповiдно A ⊂
op

X) означає, що A є замкненою (вiдповiдно вiдкритою)

множиною простору X.

Означення 2.3.1. Пiдмножина A ⊂ exp(X) називається монотонною,

якщо iз A 3 A ⊂ B ⊂
cl

X випливає, що B ∈ A. Замкненi монотоннi пiдмножини

A ⊂ exp(X) називаються гiперпросторами включення на X.
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Множина всiх гiперпросторiв включення на X позначається через G(X) i

надiляється топологiєю, iндукованою з exp2(X).

Якщо X – компакт, то iндукована топологiя на G(X) породжується перед-

базою, що складається з множин вигляду

U+ = {A ∈ G(X) | iснує B ∈ A, B ⊂ U } i

U− = {A ∈ G(X) |B ∩ U 6= ∅ для кожного B ∈ A},
де U пробiгає сiм’ю вiдкритих в X пiдмножин.

Для кожного вiдображення f : X → Y мiж компактами X та Y вiдобра-

ження Gf : G(X) → G(Y ) задається формулою

Gf(A) = {B ∈ exp(Y ) |B ⊃ f(A) для деякого A ∈ A}, A ∈ G(X).

Якщо вiдображення f : X → Y є неперервним, то Gf : G(X) → G(Y ) також

є неперервним вiдображенням. В твердженнi 2.3.2 з [66] доведено, що констру-

кцiя G визначає слабко нормальний коварiантний функтор в категорiї Comp

компактiв i неперервних вiдображень.

Означення 2.3.2. Сiм’я L замкнених пiдмножин простору X називається

зчепленою системою на X, якщо будь-якi два елементи цiєї сiм’ї перетинаються.

Означення 2.3.3. Зчеплена система M ⊂ exp(X) називається макси-

мальною зчепленою системою, якщо вона не є власною пiдмножиною жодної

iншої зчепленої системи.

Множина всiх максимальних зчеплених систем в G(X) називається супер-

розширенням простору X, позначається λ(X) i надiляється топологiєю, iндуко-

ваною з G(X).

В [66] доведено, що Gf(λ(X)) ⊂ λ(Y ) i, отже, λ є слабко нормальним

пiдфунктором функтора G.
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РОЗДIЛ 3

ГIПЕРПРОСТОРИ ВКЛЮЧЕННЯ

Метою третього роздiлу є продовження конструкцiї простору G(X) гiпер-

просторiв включення поза межi компактiв, де ця конструкцiя добре вивчена,

див. [66]. Добре вiдомо, що конструкцiя простору гiперпросторiв включення

є функторiальною в категорiї компактiв. В цьому роздiлi ми продовжимо цю

конструкцiю на категорiю нормальних топологiчних просторiв i покажемо, що

для нормального простору X простiр G(X) канонiчно гомеоморфний G(βX),

де β(X) – компактифiкацiя Стоуна-Чеха простору X.

3.1. Гiперпростори включення

У цьому пiдроздiлi ми доведемо характеризацiйну теорему, яка допоможе

виявляти гiперпростори включення.

Гiперпростори включення часто виникають як замикання монотонних пiд-

множин гiперпростору exp(X).

Твеpдження 3.1.1. Замикання clexp(X)(A) монотонної пiдмножини A ⊂
exp(X) в exp(X) є гiперпростором включення на X.

Доведення. Необхiдно довести, що замкнена пiдмножина B ⊂ X на-

лежить clexp(X)(A), якщо вона мiстить пiдмножину A ∈ clexp(X)(A). Нехай

〈W1, . . . , Wm〉 – базовий окiл точки B ∈ exp(X). Тодi B ⊂ W1 ∪ . . . ∪ Wm.

Оберемо тi множини Wi, що перетинають A. Якщо це множини Wl1 , . . . , Wlk ,

то A ∈ 〈Wl1 , . . . ,Wlk〉. Оскiльки A – точка дотику сiм’ї A, то iснує A′ ∈
A ∩ 〈Wl1 , . . . , Wlk〉. Iз монотонностi сiм’ї A 3 A′ випливає, що A′ ∪ B ∈ A ∩
〈W1, . . . , Wn〉. Тобто B є точкою дотику A в exp(X). ¤
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З цього твердження випливає, що кожна непорожня сiм’я B непорожнiх

пiдмножин топологiчного простору X породжує гiперпростiр включення

↑B = clexp(X){F ⊂
cl

X : ∃B ∈ B B ⊂ F}.

Сiм’я B пiдмножин X називається базою гiперпростору F , якщо B ⊂ F i F = ↑B.
Наступна характеризацiйна теорема дозволяє означити гiперпростори вклю-

чення без апеляцiї до топологiї Вiєторiса.

Характеризацiйна теоpема 3.1.2. Сiм’я A непорожнiх замкнених пiд-

множин топологiчного простору X є гiперпростором включення тодi i тiльки

тодi, коли виконана наступна умова: замкнена пiдмножина F ⊂ X належить

A, якщо будь-який її окiл U мiстить множину A ∈ A.

Доведення. Нехай A — гiперпростiр включення на X. Необхiдно дове-

сти, що замкнена пiдмножина F ⊂ X належить сiм’ї A за умови, що кожен окiл

U множини F ⊂ X мiстить множину A ∈ A. Для цього досить перевiрити, що

F – точка дотику множини A у гiперпросторi exp(X). Для довiльного базового

околу 〈U1, . . . , Un〉 точки F у просторi exp(X), об’єднання U1∪ . . .∪Un є околом

множини F i, отже, мiстить деяку множину A ∈ A, згiдно з нашим припущен-

ням. Тодi замкнена множина F ∪ A належить до A ∩ 〈U1, . . . , Un〉, i F – точка

дотику множини A.

Тепер припустимо, що для сiм’ї A замкнених непорожнiх пiдмножин топо-

логiчного простору X виконано умову: замкнена пiдмножина F ⊂ X належить

A, якщо будь-який її окiл U мiстить множину A ∈ A. Покажемо, що A є гiпер-

простором включення.

По-перше, зауважимо, що iз цiєї умови тривiально виводиться, що сiм’я

разом iз множиною A ∈ A мiстить усi її замкненi надмножини. Залишилось

встановити замкненiсть множини A у гiперпросторi exp(X). Дiйсно, нехай F ⊂
cl

X – точка дотику множини A в exp(X). Якщо U ⊃ F – вiдкрита, то 〈U〉 – окiл

точки F в exp(X), i в ньому мiститься деяка точка A ∈ A, тобто A ⊂ U . З умови
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теореми випливає, що F ∈ A. Отже, множина A – замкнена в exp(X) i виконано

означення 2.3.1. ¤

Зауважимо, що твердження 3.1.1 можна альтернативно довести, викори-

стовуючи характеризацiйну теорему 3.1.2.

Зауваження 3.1.3. Оскiльки кожна пiдмножина дискретного простору

є вiдкрито-замкненою, у дискретному випадку характеризацiйна теорема 3.1.2

спрощується до наступної: сiм’я A непорожнiх пiдмножин дискретного топо-

логiчного простору X є гiперпростором включення тодi i лише тодi, коли A є

монотонною. В цьому випадку для гiперпростору включення F = ↑B, породже-

ного базою B, використовуємо позначення F = ↑B.1

3.2. Простiр G(X) i його топологiзацiя

Через G(X) позначається множина всiх гiперпросторiв включення на то-

пологiчному просторi X. Оскiльки елементи A ∈ G(X) є замкненими пiдмно-

жинами гiперпростору exp(X), то множину G(X) можна ототожнити з пiдмно-

жиною другої експоненти exp2(X) i надiлити G(X) iндукованою топологiєю.

Такий пiдхiд добре працює у випадку компактного X. Бiльше того, у цьому ви-

падку iндукована топологiя на G(X) породжується передбазою, що складається

з множин вигляду

U+ = {A ∈ G(X) | iснує B ∈ A, B ⊂ U } i

U− = {A ∈ G(X) |B ∩ U 6= ∅ для кожного B ∈ A},

де U пробiгає сiм’ю вiдкритих в X пiдмножин. Для некомпактних X топологiя

другої експоненти, взагалi кажучи, має поганi властивостi (зокрема, вона не є

регулярною вже для простору exp2(N)).

1В роздiлах 4 i 5 вживаємо також позначення F = 〈B〉.
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Тому надалi на множинi G(X) ми розглядатимемо топологiю, породжену

передбазою, що складається з множин вигляду U+ та U−, де U пробiгає тополо-

гiю простору X. Ця топологiя на G(X) має цiлком добрi властивостi. Зокрема

справедлива

Теоpема 3.2.1. G(X) є суперкомпактним T1-простором для довiльного

топологiчного простору X.

Нагадаємо, що топологiчний простiр називається суперкомпактним, якщо

з довiльного вiдкритого покриття елементами деякої його передбази можна ви-

брати двоелементне пiдпокриття.

Доведення. Спершу доведемо, що G(X) є T1-простором. Нехай F ,U ∈
G(X), F 6= U . Без обмеження загальностi можна вважати, що iснує F ∈ F\U .
Оскiльки F /∈ U , то за характеризацiйною теоремою 3.1.2, iснує такий окiл

V ⊃ F , що для будь-якого G ∈ U множина G не мiститься в околi V , тобто

U /∈ V + i одночасно F ∈ V +.

З iншого боку, для будь-якого G ∈ U множина G не мiститься в F , тобто

G ∩ (X\F ) 6= ∅ i U ∈ (X\F )−. Оскiльки F ∩ (X\F ) = ∅, то F /∈ (X\F )−.

Тепер покажемо, що G(X) є суперкомпактним простором. Нехай G(X) є

об’єднанням елементiв канонiчної передбази, тобто

G(X) =
⋃

i∈I

U−
i ∪

⋃

j∈J

V +
j .

Якщо X = Ui для деякого i ∈ I або X = Vj для деякого j ∈ J , то одержу-

ємо U−
i = G(X) чи V +

j = G(X) i твердження доведено. Надалi вважатимемо,

що X 6= Ui i X 6= Vj для всiх i ∈ I, j ∈ J .

Якщо I = ∅, то ми одержуємо покриття

G(X) =
⋃

j∈J

V +
j .

Взявши до уваги, що Vj 6= X для кожного j, ми одержуємо, що {X} ∈ G(X),

{X} /∈ ⋃
j∈J

V +
j – протирiччя. Отже, X = Vj для деякого j i G(X) = V +

j .
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Нехай I 6= ∅. Розглянемо сiм’ю F ′ = {F ⊂ X | F ⊃ X\Ui для деякого

i ∈ I} та її замикання F = clexp(X) F ′, яке є гiперпростором включення, згiдно

з твердженням 3.1.1.

З того, що X \Ui ∈ F випливає F /∈ U−
i для всiх i ∈ I. Отже, F ∈ V +

j0
для

деякого j0 ∈ J , тобто iснує F ′ ∈ F з F ′ ⊂ Vj0 . Оскiльки

F ′ ∈ clexp(X){F ⊂ X : F ⊃ X\Ui для деякого i} ∩ 〈Vj0〉,

то iснує F ′′ ∈ 〈Vj0〉 i F ′′ ∈ F ′. Таким чином, для деякого i ∈ I маємо X\Ui ⊂
F ′′ ⊂ Vj0 i, отже, Ui ∪ Vj0 = X. Покажемо, що U−

i ∪ V +
j0

= G(X). Якщо F /∈ V +
j0
,

то для будь-якого F ∈ F множина F не мiститься в Vj0 i тому F ∩ (X\Vj0) 6= ∅.
З iншого боку, з X\Vj0 ⊂ Ui випливає, що F ∩ Ui 6= ∅ i F ∈ U−

i .

¤

Нагадаємо, що топологiчний простiр X називається T4-простором, якщо

будь-якi неперетиннi замкненi пiдмножини X мають неперетиннi вiдкритi око-

ли.

Твеpдження 3.2.2. Якщо X – T4-простiр, то G(X) – T2-простiр.

Доведення. Нехай F0,F1 ∈ G(X), F0 6= F1, тодi, не обмежуючи за-

гальностi, можна вважати, що iснує F0 ∈ F0\F1. За характеризацiйною тео-

ремою 3.1.2, iснує окiл W множини F0, в якому не мiститься жодна множина,

яка є елементом гiперпростору F1. Оскiльки для простору X виконано аксiому

вiддiльностi T4, то для околу W множини F0 iснує такий окiл W0 ⊃ F0, що

cl W0 ⊂ W i, отже, F0 ∈ W+
0 . Позначимо W1 = X\ clW0, тодi W0 ∩W1 = ∅. Пе-

реконаємось, що F1 ∈ W−
1 . Дiйсно, в протилежному випадку знайдеться така

F ∈ F1, що F ∩ W1 = ∅. Отже, F ⊂ clW0 ⊂ W , i одержуємо суперечнiсть з

вибором околу W .

Покажемо, що W+
0 ∩W−

1 = ∅. Якщо F ∈ W+
0 , то iснує F ∈ F , що F ⊂ W0,

тобто F ∩ (X\W0) = ∅. Отже, F ∩W1 = ∅ i F /∈ W−
1 .

¤
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У пiдроздiлi 3.4, використовуючи розширення Волмена, ми частково обер-

немо твердження 3.2.2 i доведемо, що для T1-простору X гаусдорфовiсть G(X)

еквiвалентна нормальностi X.

3.3. Канонiчне вкладення X в G(X)

Для точки x топологiчного простору X розглянемо монотонну сiм’ю

iX(x) = ↑x = clexp(X){F ⊂
cl

X : x ∈ F},

яка є гiперпростором включення згiдно з твердженням 3.1.1. Таким чином,

визначено вiдображення

iX : X → G(X), iX : x 7→ ↑x.

Твеpдження 3.3.1. Для топологiчного простору X наступнi умови еквi-

валентнi:

1) X – T1-простiр;

2) iX : X → G(X) iн’єктивне i неперервне;

3) iX : X → G(X) є топологiчним вкладенням.

Доведення. (1) ⇒ (3) Нехай X – T1-простiр. Спершу доведемо, що iX(x) =

{F ∈ exp(X) : x ∈ F} для кожного x ∈ X. Для цього досить перевiрити, що

сiм’я ↑x = {F ∈ exp(X) : x ∈ F} є замкненою в exp(X). Справдi, для кожного

F ∈ exp(X) \ ↑x множина 〈X \ {x}〉 є вiдкритим околом F , який не перетинає

↑x.
З рiвностi iX(x) = ↑x випливає, що i−1

X (V +) = V = i−1
X (V −) для кожної

вiдкритої множини V ⊂ X. Звiдки i випливає, що вiдображення iX : X → G(X)

– топологiчне вкладення.

Iмплiкацiя (3) ⇒ (2) є тривiальною, а (2) ⇒ (1) випливає з теореми 3.2.1

i того факту, що топологiчний простiр є T1-простором, якщо з нього iснує iн’є-

ктивне неперервне вiдображення в T1-простiр. ¤
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Наведемо простi приклади просторiв X, для яких iX не є топологiчним

вкладенням.

Пpиклад 3.3.2. Розглянемо топологiчний простiр X = {a, b, c} з тополо-

гiєю τ = {∅, X, {b}, {a, b}, {b, c}}. Для нього виконується аксiома вiддiльностi T0,

але вiн не є T1-простором. Тодi:

iX(a) =
{{a}, {a, c}, {a, b, c}}

iX(b) =
{{a, b, c}}

iX(c) =
{{c}, {a, c}, {a, b, c}}

i−1
X ({a, b}+) = {a} – не є вiдкритою в просторi X. Таким чином, вiдобра-

ження iX : X → G(X) iн’єктивне i розривне.

Пpиклад 3.3.3. Розглянемо зв’язну двокрапку, тобто простiр X = {a, b}
з топологiєю τ = {∅, {a}, {a, b}}. Тодi:

iX(a) = clexp(X){{a, b}} = {{b}, {a, b}}
iX(b) = clexp(X){{b}, {a, b}} = {{b}, {a, b}}

Даний приклад показує iснування T0-простору для якого вiдображення iX :

X → G(X) неперервне i не iн’єктивне.

Пpиклад 3.3.4. Топологiчна сума просторiв, розглянутих в попереднiх

двох прикладах, дає T0-простiр X, для якого вiдображення iX : X → G(X)

розривне i не iн’єктивне.

3.4. Зв’язок з розширенням Волмена

У цьому пiдроздiлi ми покажемо, що для T1-простору X простiр G(X)

мiстить розширення Волмена ω(X) простору X, що дає можливiсть використо-

вувати вiдому iнформацiю про простори Волмена при вивченнi просторiв G(X).

Спершу нагадаємо деякi означення.

Означення 3.4.1. Сiм’я F замкнених пiдмножин топологiчного простору

X називається фiльтром замкнених множин, якщо виконано наступнi умови:
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F1) ∅ /∈ F ;

F2) якщо F1, F2 ∈ F , то F1 ∩ F2 ∈ F ;

F3) якщо F ∈ F , F ⊂ F ′, то F ′ ∈ F .

Фiльтр замкнених множин F на X називається замкненим фiльтром на X,

якщо F є замкненою пiдмножиною в exp(X).

Таким чином, замкненими фiльтрами на X є гiперпростори включення,

замкненi вiдносно скiнченних перетинiв.

Означення 3.4.2. Фiльтр замкнених множин, який є максимальним вiд-

носно вiдношення включення, називається ультрафiльтром замкнених мно-

жин.

Твеpдження 3.4.3. Кожен ультрафiльтр замкнених множин на T1-

просторi X є замкненим фiльтром i, отже, належить G(X).

Доведення. Нехай U – ультрафiльтр замкнених множин на просторi X.

Щоб переконатися, що U є гiперпростором включення, застосуємо характери-

зацiйну теорему 3.1.2. Нехай F ⊂ X замкнена множина, будь-який окiл якої

мiстить множину з U . Потрiбно показати, що F ∈ U . Якщо б це було не так, то

з максимальностi U випливало би iснування множини A ∈ U , яка не перетинає

F . Але тодi X \A – вiдкритий окiл F , який не мiстить жодної множини з U , що

суперечить вибору F . ¤

Означення 3.4.4. Множина ω(X) всiх замкнених ультрафiльтрiв з топо-

логiєю, породженою базою {U+ | U ⊂
op

X}, називається розширенням Волмена

простору X.

Iз твердження 3.4.3 випливає, що розширення Волмена можна трактувати

як пiдмножину простору G(X).

Твеpдження 3.4.5. Якщо X – T1-простiр, то розширення Волмена ω(X)

є пiдпростором простору G(X).
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Доведення. Базу топологiї на просторi ω(X) утворюють множини ви-

гляду:

U+ = {A ∈ ω(X) | iснує B ∈ A, B ⊂ U },
де U пробiгає сiм‘ю вiдкритих в X пiдмножин.

Доведемо, що топологiя, iндукована на ω(X) з G(X), збiгається з тополо-

гiєю простору ω(X). Для цього досить показати, що ω(X) ∩ U− = ω(X) ∩ U+.

Покажемо, що для будь-якого U ∈ ω(X) ∩ U− iснує F ∈ U з F ⊂ U , тобто

U ∈ ω(X) ∩ U+. Припустимо протилежне: нехай iснує U0, таке, що для будь-

якого F ∈ U0 F ∩ (X\U) 6= ∅. Але тодi X\U ∈ U0 i (X\U) ∩ U = ∅ – протирiччя.

Перевiримо включення ω(X) ∩ U+ ⊂ ω(X) ∩ U−. Нехай U ∈ ω(X) ∩ U+,

тодi iснує F ′ ∈ U для якого F ′ ⊂ U . Якщо б iснували такi U0 i F0 ∈ U0, що

F0∩U = ∅, то було б виконано F0∩F ′ = ∅, i отримуємо суперечнiсть з означенням
фiльтра. ¤

Таким чином, для T1-простору X отримуємо ланцюжок вкладень:

X ⊂ ω(X) ⊂ G(X).

Наслiдок 3.4.6. Для T1-простору X наступнi умови еквiвалентнi:

1) X нормальний;

2) ω(X) гаусдорфiв;

3) G(X) гаусдорфiв.

Доведення. Iмплiкацiя 1) ⇒ 3) доведена у твердженнi 3.2.2, 3) ⇒ 2)

тривiальна, а 2) ⇒ 1) доведена в теоремi 3.6.22. [22, c.273-274]. ¤

Зауваження 3.4.7. Еквiвалентнiсть пунктiв 1) i 3) вперше була доведена

Є.Мойсєєвим [13] (iншим методом).

3.5. Гiперпростори включення зi скiнченними носiями

В цьому пiдроздiлi ми вивчатимемо вiльнi гiперпростори включення i гi-

перпростори включення зi скiнченними носiями.
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Кажемо, що гiперпростiр включення A ∈ G(X) має скiнченний носiй в X,

якщо A = ↑F для деякої скiнченної сiм’ї F скiнченних пiдмножин простору X.

Через G•(X) позначимо пiдпростiр простору G(X), який мiстить усi гiперпро-

стори включення зi скiнченними носiями в X.

Твеpдження 3.5.1. Для дискретного простору X простiр G•(X) також

є дискретним.

Доведення. Нехай F – гiперпростiр включення з мiнiмальною скiнчен-

ною базою {F1, F2, . . . , Fn} скiнченних множин. Тодi вiдкрита множина

O(F) =
n⋂

i=1

(
F+

i ∩
⋂

a∈Fi

((X \ Fi) ∪ {a})−
)

мiстить єдину точку F . ¤

Твеpдження 3.5.2. Для T1-простору X множина G•(X) є всюди щiль-

ною в G(X).

Доведення. Зафiксуємо гiперпростiр включення A ∈ G(X) i деякий його

окiл O(A) в G(X). Без втрати загальностi, можемо вважати, що окiл O(A) є

базовим:

O(A) = U+
1 ∩ · · · ∩ U+

n ∩ V −
1 ∩ · · · ∩ V −

m

для деяких вiдкритих множин U1, . . . , Un i V1, . . . , Vm в X. Для кожного i ≤ n

оберемо таку замкнену множину Ai ∈ A, що Ai ⊂ Ui. Оскiльки Ai перетинає

кожну множину Vj , j ≤ m, то ми можемо вибрати скiнченну пiдмножину Fi ⊂
Ai, що перетинає всi множини Vj , j ≤ m. Використовуючи T1-аксiому простору

X, легко перевiрити, що сiм’я F = {F ⊂
cl

X : ∃i ≤ n Fi ⊂ F} є гiперпростором

включення зi скiнченним носiєм i F належить вiдкритому околу O(A). ¤

Далi ми розглянемо так званi вiльнi гiперпростори включення. Гiперпро-

стiр включення F ∈ G(X) на некомпактному просторi X називається вiльним,

якщо для кожної компактної пiдмножини K ⊂ X i кожного елемента F ∈ F
знайдеться iнший елемент E ∈ F , такий, що E ⊂ F \K. Через G◦(X) позначимо



34

пiдпростiр простору G(X), що складається з вiльних гiперпросторiв включення.

Легко бачити, що G•(X) ∩G◦(X) = ∅ для кожного T1-простору X.

В найпростiшому випадку злiченного дискретного простору X = N вiльнi

гiперпростори включення (якi називаються напiвфiльтрами) на N були введенi

та детально вивченi в [33].

Твеpдження 3.5.3. Для локально компактного нормального простору

X множина G◦(X) вiльних гiперпросторiв включення є замкненою i нiде не

щiльною в G(X).

Доведення. Зафiксуємо довiльний гiперпростiр включення F ∈ G(X) \
G◦(X) i оберемо таку замкнену множину F ∈ F i компактну K ⊂ X, що F ′∩K 6=
∅ для кожної множини F ′ ∈ F з F ′ ⊂ F . Оскiльки X є локально компактним, то

знайдеться вiдкритий окiл V ⊂ X множини K, замикання V якого є компактним

в X. Таким чином, F \ V /∈ F . За теоремою 3.1.2 iснує окiл O(F \ V ) множини

F \V , що не мiстить жодної множини F ′ ∈ F . Оскiльки простiр X є нормальним,

то знайдуться такi вiдкритi множини U,W ⊂ X, що

F ⊂ U ⊂ U ⊂ W ⊂ W ⊂ O(F \ V ) ∪ V.

Розглянемо вiдкриту множину U = U+∩(V ∪(X\W ))− в G(X). Ми стверджуємо,

що F ∈ U . Справдi, F ∈ U+, бо F ⊂ U i F ∈ F . Далi, припустивши, що

деяка множина F ′ ∈ F не перетинає множину V ∪ (X \ W ) одержуємо, що

F ′ ⊂ W \ V ⊂ O(F \ V ), що є неможливим. Таким чином, U – вiдкритий окiл

гiперпростору включення F .

Далi, ми стверджуємо, що U ∩G◦(X) = ∅. Припустивши протилежне, зна-

йдемо вiльний гiперпростiр включення E ∈ U . Оскiльки E ∈ U+, то знайдеться

множина E ∈ E з E ⊂ U . Оскiльки V є компактною i E – вiльний, то iснує

така множина E′ ∈ E , що E′ ⊂ E \ V ⊂ U \ V ⊂ W \ V . Отже, множина E′ не

перетинається з V ∪ (X \W ), що суперечить включенню E ∈ U .
Пiдмножина G◦(X) є нiде не щiльною в G(X), бо вона замкнена i не пе-

ретинається з всюди щiльною множиною G•(X). ¤
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3.6. Внутрiшня алгебраїчна структура G(X)

У цьому пiдроздiлi ми вивчатимемо алгебраїчну структуру просторiв G(X).

Для кожного топологiчного простору X простiр G(X) володiє двома бiнарними

операцiями

∪ : G(X)×G(X) → G(X), ∪ : (F ,U) 7→ F ∪ U ,

∩ : G(X)×G(X) → G(X), ∩ : (F ,U) 7→ F ∩ U ,

i однiєю унарною операцiєю

⊥: G(X) → G(X), ⊥: F 7→ F⊥ = {E ⊂
cl

X : ∀F ∈ F E ∩ F 6= ∅},

що називається операцiєю трансверсалi.

Переконаємося, що F⊥ дiйсно є гiперпростором включення. Очевидно, що

F⊥ – монотонна сiм’я в exp(X). Для того, щоб показати замкненiсть F⊥ в

exp(X) оберемо довiльну замкнену пiдмножину E ∈ exp(X) \ F⊥ i знайдемо

F ∈ F з E ∩ F = ∅. Тодi 〈X \ F 〉 – вiдкритий окiл E в exp(X), що не перетинає

множини F⊥. Схожими мiркуваннями можна показати, що для довiльної сiм’ї

F ⊂ exp(X) її трансверсальна сiм’я F⊥ = {E ⊂
cl

X : ∀F ∈ F E ∩ F 6= ∅} є

гiперпростором включення. Бiльше того, друга трансверсаль F⊥⊥ збiгається з

гiперпростором включення ↑F = clexp(X){E ⊂
cl

X : ∃F ∈ F F ⊂ E}, породженим

F .

Твеpдження 3.6.1. Для будь-якої непорожньої сiм’ї F ⊂ exp(X) вико-

нується рiвнiсть F⊥⊥ = ↑F .

Доведення. Включення ↑F ⊂ F⊥⊥ випливає з означень F⊥, F⊥⊥ i за-

мкненостi F⊥⊥ в exp(X).

Припустивши, що ↑F 6= F⊥⊥, знайдемо множину F ∈ (F⊥)⊥ \ ↑F . За

теоремою 3.1.2 з F /∈ ↑F випливає iснування околу U множини F , який не

мiстить жодної множини E ∈ F . Таким чином, (X \ U) ∈ F⊥. Оскiльки F ∈
(F⊥)⊥, ми одержуємо F ∩ (X \ U) 6= ∅, що є протирiччям. ¤
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Деякi основнi властивостi трансверсалi встановлено в наступному твер-

дженнi.

Твеpдження 3.6.2. Нехай F ,U ∈ G(X) – гiперпростори включення i

U ⊂ X – вiдкрита множина. Тодi

1) (F⊥)⊥ = F ;

2) F ∈ U+ тодi i тiльки тодi, коли F⊥ ∈ U−;

3) (F ∪ U)⊥ = F⊥ ∩ U⊥;
4) (F ∩ U)⊥ = F⊥ ∪ U⊥.

Доведення. 1. Рiвнiсть (F⊥)⊥ = F випливає з рiвностей F⊥⊥ = ↑F = F .

2. Якщо F ∈ U+, то F ⊂ U для деякого F ∈ F i, отже, кожна множина

E ∈ F⊥ перетинає як F так i U , тобто F⊥ ∈ U−. Якщо F /∈ U+, то кожен

елемент F ∈ F перетинає множину X \U , звiдки X \U ∈ F⊥ i, отже, F⊥ /∈ U−.

3. Рiвнiсть (F ∪U)⊥ = F⊥ ∩U⊥ легко випливає з означення трансверсалi.

4. З попереднiх пунктiв випливає, що

F ∩ U = F⊥⊥ ∩ U⊥⊥ = (F⊥ ∪ U⊥)⊥.

Застосувавши до цiєї рiвностi операцiю трансверсалi, одержуємо

(F ∩ U)⊥ = (F⊥ ∪ U⊥)⊥⊥ = F⊥ ∪ U⊥.

¤

Застосуємо це твердження до доведення наступної теореми.

Теоpема 3.6.3. Операцiї ∪,∩ i ⊥ на G(X) є неперервними.

Доведення. 1. Неперервнiсть трансверсалi випливає з твердження 3.6.2(2).

2. Щоб довести, що операцiя ∪ : G(X) × G(X) → G(X) є неперервною,

оберемо довiльну вiдкриту множину U ⊂ X i вiдмiтимо, що

{(F ,U) ∈ G(X)×G(X) : F ∪ U ∈ U+} = U+ ×G(X) ∪G(X)× U+ i

{(F ,U) ∈ G(X)×G(X) : F ∪ U ∈ U−} = U− × U−.
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3. Неперервнiсть операцiї ∩ виводиться з неперервностi ∪ i ⊥ з допомогою

твердження 3.6.2(4). ¤

З попереднього твердження випливає, що для кожного топологiчного про-

стору X простiр G(X) володiє структурою симетричної ґратки.

Означення 3.6.4. Симетрична ґратка – це повна дистрибутивна ґратка

(L,∨,∧), надiлена додатковою унарною операцiєю ⊥: L → L, ⊥: x 7→ x⊥, що є

iнволютивним антиiзоморфiзмом в тому розумiннi, що

• x⊥⊥ = x для будь-якого x ∈ L;

• (x ∨ y)⊥ = x⊥ ∧ y⊥;

• (x ∧ y)⊥ = x⊥ ∨ y⊥;

Поняття симетричної ґратки було введено в [33, § 4.2].

Для дискретного простору X множина G(X) всiх гiперпросторiв включе-

ння на X є пiдмножиною P(P(X)) (яка є повною дистрибутивною ґраткою) i

замкнена вiдносно операцiй об’єднання i перетину (довiльних сiмей гiперпро-

сторiв включення).

Оскiльки кожен гiперпростiр включення є об’єднанням фiльтрiв i кожен

фiльтр є перетином ультрафiльтрiв, то ми одержуємо наступне твердження, яке

показує що ґратка G(X) є досить природнiм об’єктом.

Твеpдження 3.6.5. Для дискретного простору X ґратка G(X) збiга-

ється з найменшою повною пiдґраткою ґратки P(P(X)), яка мiстить всi

ультрафiльтри.

3.7. Характеризацiя гiперпросторiв включення зi скiнченними

носiями

В цьому пiдроздiлi ми дамо дуальну характеризацiю гiперпросторiв вклю-

чення зi скiнченними носiями. Ця характеризацiя суттєво використовуватиме-
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ться в теоремi 4.6.1 для опису топологiчного центру напiвгрупи G(X) над дис-

кретною напiвгрупою X.

Теоpема 3.7.1. Гiперпростiр включення F на T1-просторi X має скiн-

ченний носiй тодi i тiльки тодi, коли гiперпростори включення F i F⊥ мають

бази, що складаються зi скiнченних множин.

Доведення. Необхiднiсть легко випливає з означення гiперпростору вклю-

чення зi скiнченним носiєм. Щоб довести достатнiсть, припустимо, що F i F⊥

мають бази зi скiнченних множин. Кажемо, що множина F ⊂ X є F-мiнiмальною

якщо F ∈ F , але жодна власна пiдмножина E ⊂ F не належить F . Оскiльки

F має базу зi скiнченних множин, то сiм’я M F-мiнiмальних множин мiстить

тiльки скiнченнi множини i є базою для F . Щоб показати, що F має скiнченний

носiй, досить перевiрити скiнченнiсть сiм’ї M.

Припустимо супротивне, тобто, щоM – нескiнченна. ЯкщоM є незлiчен-

ною, то згiдно ∆-леми [56], iснує незлiченна пiдсiм’я A ⊂M i така множина A0,

що A ∩ A′ = A0 для будь-яких рiзних елементiв A,A′ ∈ A. З F-мiнiмальностi

кожної множини A ∈ A випливає, що A0 /∈ F i, отже, X \ A0 ∈ F⊥. Оскiльки

F⊥ має базу, що складається зi скiнченних множин, то знайдеться скiнченна

множина E ∈ F⊥ з E ⊂ X \ A0. Взявши до уваги, що сiм’я {A \ A0 : A ∈ A} є

диз’юнктною i кожна множина A ∈ A перетинає скiнченну множину E = E\A0,

ми одержуємо абсурдний висновок про те, що сiм’я A – скiнченна.

Таким чином, залишається розглянути випадок злiченної множини M.

В цьому випадку множина M =
⋃M є злiченною i цiлком впорядкованою

порядком ≤ таким чином, що для кожного x ∈ ⋃M початковий iнтервал ↓x =

{y ∈ M : y ≤ x} є скiнченним. Розглянемо сiм’ю скiнченних множин

↓M = {B ∩ ↓x : B ∈M, x ∈ M}.

Надiлена вiдношенням часткового порядку за включенням, ця сiм’я утворює

дерево T з скiнченними гiлками, максимальнi елементи яких є множинами з

сiм’ї M.
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Покажемо, що кожен елемент A ∈ ↓M цього дерева має не бiльш нiж скiн-

ченну кiлькiсть безпосереднiх наступникiв в деревi T . Якщо A є максимальним

елементом дерева T , то A не має наступникiв. Отже, ми вважаємо, що A не є

максимальним елементом i тому A є власною пiдмножиною деякого B ∈ M. З

F-мiнiмальностi B випливає, що A /∈ F i, отже, X \ A ∈ F⊥. Оскiльки F⊥ має

базу зi скiнченних множин, то iснує скiнченна множина E ∈ F⊥ з E ⊂ X \ A

i максимальний елемент e = max E. Тепер розглянемо довiльний безпосереднiй

наступник S ∈ ↓M множини A в T . Знайдемо такi множину B ∈ M i точку

b ∈ B, що S = B ∩ ↓b. Оскiльки множина S є безпосереднiм наступником мно-

жини A, то множина S дорiвнює A ∪ {b}. Взявши до уваги, що

(B \A) ∩ E = B ∩ (E \A) = B ∩ E 6= ∅,

одержуємо, що b = min B\A ≤ max E = e i, отже, S = A∪{b} ⊂ ↓e. Оскiльки по-

чатковий iнтервал ↓e є скiнченним, то сiм’я всiх безпосереднiх наступникiв A в

деревi T є скiнченною. Таким чином, T – дерево зi скiнченними гiлками i скiн-

ченними безпосереднiми наступниками кожного свого елемента. Згiдно леми

Кьонiґа [56], дерево T = ↓M є скiнченним i, отже, множина M максимальних

елементiв дерева T теж скiнченна. ¤

3.8. Деякi важливi пiдпростори простору G(X)

Простiр G(X) гiперпросторiв включення мiстить багато цiкавих пiдпро-

сторiв. В пiдроздiлi 3.4 ми вже розглядали деякi пiдпростори, зокрема, розши-

рення Волмена ωX простору X. В цьому пiдроздiлi ми розглянемо деякi iншi

пiдпростори простору G(X).

Нехай X – топологiчний простiр i k ≥ 2 – натуральне число. Гiперпростiр

включення A ∈ G(X) називається

• k-зчепленим, якщо ∩F 6= ∅ для довiльної пiдсiм’ї F ⊂ A потужностi

|F| ≤ k;

• центрованим, якщо ∩F 6= ∅ для довiльної скiнченної пiдсiм’ї F ⊂ A;
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• фiльтром, якщо A1 ∩A2 ∈ A для всiх множин A1, A2 ∈ A.

Через Nk(X), N<ω(X) i Fil(X) позначимо пiдмножини простору G(X), якi

складаються вiдповiдно з k-зчеплених, центрованих гiперпросторiв включення

i фiльтрiв. Очевидно, що

Fil(X) ⊂ N<ω(X) ⊂ Nk(X) ⊂ N2(X) ⊂ G(X).

Зараз ми доведемо, що для нормального простору X всi цi множини є

замкненими в G(X).

Твеpдження 3.8.1. Для нормального простору X множина фiльтрiв

Fil(X) є замкненою в G(X).

Доведення. Розглянемо довiльний гiперпростiр включення A ∈ G(X) \
Fil(X). Оскiльки A /∈ Fil(X), то знайдуться двi множини A1, A2 ∈ A з A1∩A2 /∈
A. Оскiльки A є монотонною i замкненою в exp(X), то знайдеться такий окiл

U ⊂ X множини A1 ∩A2, що A /∈ U+. Використовуючи нормальнiсть простору

X знайдемо такий окiл W множини A1 ∩ A2, що W ⊂ U i одержуємо, що A ∈
G(X) \U+ ⊂ (X \W )−. Використовуючи нормальнiсть X ще раз, знайдемо двi

вiдкритi множини U1 3 A1 i U2 ⊃ A2, такi, що U1 ∩ U2 ⊂ W .

Ми стверджуємо, що U+
1 ∩U+

2 ∩(X \W )− є околом множини A в G(X), що

не перетинає множину Fil(X). Справдi, припустивши, що U+
1 ∩ U+

2 ∩ (X \W )−

мiстить деякий фiльтр F , знайдемо двi множини F1, F2 ∈ Fil(X) з F1 ⊂ U1,

F2 ⊂ U2. Отже, F 3 F1 ∩ F2 ⊂ U1 ∩ U2 ⊂ W . З iншого боку, з F ⊂ (X \ W )−

випливає, що F1 ∩ F2 6⊂ W i ми приходимо до протирiччя. ¤

Твеpдження 3.8.2. Для нормального простору X простори Nk(X) за-

мкненi в G(X) для всiх k ≥ 2.

Доведення. Спершу доведемо за iндукцiєю, що для множин F1, . . . , Fk з

порожнiм перетином F1∩. . .∩Fk iснують такi вiдкритi множини V1 ⊃ F1, . . . , Vk ⊃
Fk, що V1 ∩ . . . ∩ Vk теж є порожнiм. Для n = 2 це випливає з означення нор-

мального простору. Припустивши, що для n = k твердження виконано, ми по-

кажемо, що воно виконується i для n = k + 1. Нехай F1 ∩ . . . ∩ Fk+1 = ∅. Для
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множин F1∩ . . .∩Fk i Fk+1 виберемо такi околи U0 i Uk+1, що U0 ⊃ F1∩ . . .∩Fk,

Uk+1 ⊃ Fk+1 i U0 ∩ Uk+1 = ∅. Через Gi позначимо множину Fi \ U0, i = 1, . . . k.

Ми маємо, що G1 ∩ . . . ∩Gk = ∅ i, отже, можемо за iндуктивним припущенням

вибрати такi околи Vi ⊃ Gi, що V1 ∩ · · · ∩ Vk = ∅. Покладемо Ui = Vi ∪U0. Одер-

жуємо, що Ui ⊃ Fi i U1 ∩ . . . ∩ Uk ∩ Uk+1 = ((V1 ∪ U0) ∩ . . . ∩ (Vk ∪ U0)) ∩ Uk+1 =

((V1 ∩ . . . ∩ Vk) ∪ U0) ∩ Uk+1 = U0 ∩ Uk+1 = ∅.
Тепер доведемо замкненiсть Nk(X) в G(X). Нехай F ∈ clGXNk(X). При-

пустимо, що F не є k-зчепленою. Отже, знайдуться множини F1, . . . , Fk ∈ F
з порожнiм перетином. Виберемо такi околи U1 ⊃ F1, . . . , Uk ⊃ Fk, що U1 ∩
. . . ∩ Uk = ∅, тодi F ∈ U+

1 ∩ . . . ∩ U+
k . Таким чином iснує A ∈ NkX, така, що

A ∈ U+
1 ∩ . . . ∩ U+

k . Оберемо множини A1, . . . , Ak ∈ A з Ai ⊂ Ui для всiх i ≤ k.

Тодi A1 ∩ . . . ∩ Ak ⊂ U1 ∩ . . . ∩ Uk = ∅, що суперечить k-зчепленостi множини

A. ¤

Оскiльки N<ω(X) =
⋂

k≥2 Nk(X), то з попереднього твердження випливає

Наслiдок 3.8.3. Для нормального простору X множина N<ω(X) цен-

трованих гiперпросторiв включення є замкненою в G(X).

Гiперпростiр включення A ∈ G(X) називається

• максимальним k-зчепленим, якщо A є k-зчепленим i A = B для ко-

жного такого k-зчепленого гiперпростору включення B ∈ Nk(X), що A ⊂ B;
• ультрафiльтром, якщо A – фiльтр i A = B для кожного фiльтра B ∈

Fil(X) з A ⊂ B.

Ультрафiльтр, який складається з усiх надмножин множини {x} ⊂ X називає-

ться головним ультрафiльтром, породженим точкою x.

Через ω(X) i λk(X) позначимо вiдповiдно пiдмножини простору G(X),

якi складаються з ультрафiльтрiв i максимальних k-зчеплених гiперпросторiв

включення. Згiдно з твердженням 3.4.5, для T1-простору X простiр ω(X) збi-

гається з розширенням Волмена простору X i для нормального X збiгається

з компактифiкацiєю Стоуна-Чеха β(X) простору X. Простiр λ2(X) звичайно
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позначається через λ(X) i називається суперрозширенням простору X, а його

елементи – максимальними зчепленими системами на X див. [67].

Твеpдження 3.8.4. Для нормального простору X множини ω(X) i λ(X)

замкненi в G(X).

Доведення. Згiдно з твердженням 3.2.2 простiр G(X) є гаусдорфовим.

Вiдмiтимо, що гiперпростiр включення A ∈ G(X) є максимальною зчепленою

системою, тодi i тiльки тодi, коли A = A⊥. Таким чином, λ(X) є замкненою

як множина нерухомих точок трансверсалi ⊥: G(X) → G(X) на гаусдорфовому

просторi G(X). Множина ω(X) є замкненою як перетин ω(X) = Fil(X) ∩ λ(X)

двох замкнених множин. ¤

Добре вiдомо (i легко перевiрити), що кожен ультрафiльтр є максималь-

ною зчепленою системою. Для k-зчеплених гiперпросторiв включення з k > 2

ситуацiя є дещо iншою:

Твеpдження 3.8.5. Якщо максимальний k-зчеплений гiперпростiр вклю-

чення F є (k + 1)-зчепленим, то F – ультрафiльтр. Таким чином, λk(X) ∩
Nk+1(X) ⊂ ω(X).

Доведення. Нехай A,B ∈ F . Досить довести, що перетин A ∩ B на-

лежить до F . З (k + 1)-зчепленостi множини F випливає, що для будь-яких

F1, . . . , Fk−1 ∈ F множина

(A ∩B) ∩ F1 ∩ . . . ∩ Fk−1 = A ∩B ∩ F1 ∩ . . . ∩ Fk−1

є непорожньою. Оскiльки F є максимальною k-зчепленою системою, то A∩B ∈
F . ¤

Таким чином, ми одержали наступну дiаграму, яка описує взаємозв’яз-

ки мiж пiдпросторами Nk(X), N<ω(X), Fil(X), λk(X) i ω(X) простору G(X)

(стрiлка A → B означає, що A є пiдмножиною B).
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Fil(X) - N<ω(X) - Nk+1(X) - Nk(X) - N2(X) - G(X)

6
Nk+1(X) ∩ λk(X)

6

)

λk(X)-

ω(X)

6

- λ(X)

6

Для довiльного топологiчного простору X розглянемо перетини

Fil•(X) =Fil(X) ∩G•(X), N•
<ω(X) = N<ω(X) ∩G•(X),

N•
k (X) =Nk(X) ∩G•(X), λ•(X) = λX ∩G•(X)

замкнених пiдмножин простору G(X) з всюди щiльним пiдпростором G•(X)

гiперпросторiв включення зi скiнченними носiями.

Наступне твердження доводиться аналогiчно до доведення твердження 3.5.2.

Твеpдження 3.8.6. Для довiльного T1-простору X i кожного k ≥ 2 пiд-

простiр N•
k (X) (вiдповiдно N•

<ω(X), Fil•(X)) є всюди щiльним в Nk(X) (вiдпо-

вiдно N<ω(X), Fil(X)).

Для некомпактного простору X ми можемо також розглянути перетини

Fil◦(X) =Fil(X) ∩G◦(X), N◦
<ω(X) = N<ω(X) ∩G◦(X),

N◦
k (X) =Nk(X) ∩G◦(X), λ◦(X) = λX ∩G◦(X), i

ω◦(X) =ω(X) ∩G◦(X) = ω(X) \X

замкнених пiдмножин простору G(X) з пiдпростором G◦(X) вiльних гiперпро-

сторiв включення. Елементи цих множин називатимемо вiльними фiльтрами,

вiльними центрованими гiперпросторами включення, вiльними k-зчепленими

гiперпросторами включення, i т.д.

Спiвставляючи твердження 3.8.1–3.8.4 з твердженням 3.5.3, одержуємо

Наслiдок 3.8.7. Для локально компактного нормального простору X

пiдмножини Fil◦(X), N◦
<ω(X), N◦

k (X), λ◦(X), ω◦(X) є замкненими в G(X).
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Насправдi, простори λ(X) i λ◦(X) є навiть суперкомпактними, див. [67].

Для повноти викладок ми дамо коротке доведення цiєї важливої властивостi

просторiв λ(X) i λ◦(X).

Твеpдження 3.8.8. Для довiльного топологiчного простору X суперроз-

ширення λ(X) є суперкомпактним простором.

Доведення. Взявши до уваги пункт 2 твердження 3.6.2 i рiвнiсть F =

F⊥, виконану для довiльних F ∈ λ(X), одержуємо, що λ(X) ∩ U+ = λ(X) ∩
U− для кожної вiдкритої множини U ⊂ X. Отже, достатньо перевiрити, що

кожне вiдкрите покриття {U−
α : α ∈ A} простору λ(X) мiстить двоелементне

пiдпокриття. Ми стверджуємо, що X = Uα ∪ Uβ для деяких iндексiв α, β ∈ A.

Припустивши протилежне, одержуємо, що сiм’я {X \Uα : α ∈ A} є зчепленою i,

отже, може бути продовжена до максимальної зчепленої системи L. Очевидно,

що L /∈ ⋃
α∈A U−

α – протирiччя з тим фактом, що {U−
α : α ∈ A} є покриттям

λ(X). Отже, X = Uα ∪ Uβ для деяких iндексiв α, β ∈ A. З останньої рiвностi

випливає, що λ(X) ⊂ U−
α ∪ U−

β . ¤

Твеpдження 3.8.9. Для довiльного локально компактного простору X

простiр λ◦(X) є суперкомпактним.

Доведення. Потрiбно довести, що кожне покриття {U−
α : α ∈ Ω} про-

стору λ◦(X) елементами передбази мiстить двоелементне пiдпокриття. Нехай

K(X) – сiм’я вiдкритих пiдмножин, що мають компактнi замикання в X.

Ми стверджуємо, що X = Uα ∪ Uβ ∪ K для деяких iндексiв α, β ∈ Ω i

деякої множини K ∈ K(X). Припустивши протилежне, одержуємо, що сiм’я

{X \ (Uα ∪ K) : α ∈ Ω, K ∈ K(X)} є вiльною i 2-зчепленою. Використовуючи

лему Цорна продовжимо цю сiм’ю до максимальної зчепленої вiльної системи

L. Легко бачити, що L належить λ◦(X) i, отже, L ∈ U−
α для деякого α ∈ Ω. З

iншого боку, цього не може бути, оскiльки X \ Uα ∈ L.
Це протирiччя доводить, що X = Uα ∪ Uβ ∪ K для деяких α, β ∈ Ω i

K ∈ K(X). Ми стверджуємо, що λ◦(X) ⊂ U−
α ∪ U−

β . Припустивши протилежне,
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знайдемо вiльну максимальну зчеплену систему F /∈ U−
α ∪ U−

β , що мiстить двi

такi множини A,B ∈ F , що A∩Uα = ∅ i B∩Uβ = ∅. Отже, A∩B ⊂ X\(Uα∪Uβ) ⊂
K.

Оскiльки гiперпростiр включення F є вiльним i K має компактне замика-

ння в X, то iснують такi множини A′, B′ ∈ F , що A′ ⊂ A \K i B′ ⊂ B \K. Цi

множини мають порожнiй перетин:

A′ ∩B′ ⊂ (A ∩B) \K = ∅,

що суперечить вибору F як зчепленого гiперпростору включення. ¤

3.9. Вiдображення мiж просторами гiперпросторiв включення

Добре вiдомо, що конструкцiя простору гiперпросторiв включення є фун-

кторiальною в категорiї компактiв. В цьому пiдроздiлi ми продовжимо цю кон-

струкцiю на категорiю нормальних топологiчних просторiв i покажемо, що для

нормального простору X простiр G(X) канонiчно гомеоморфний G(βX), де

β(X) = ω(X) – компактифiкацiя Стоуна-Чеха простору X.

Для довiльного вiдображення f : X → Y мiж топологiчними простора-

ми розглянемо вiдображення Gf : G(X) → G(Y ), яке кожному гiперпростору

включення F ∈ G(X) спiвставляє гiперпростiр включення

Gf(F) = f(F)⊥⊥ = clexp(Y )(f(F)),

де

f(F) = {E ⊂
cl

Y : ∃F ∈ F така, що F ⊂ f−1(E)} ⊂ exp(Y )

(рiвнiсть f(F)⊥⊥ = f(F) в означеннi Gf(F) випливає з твердження 3.6.1).

Визначене таким чином вiдображення Gf : G(X) → G(Y ) – ґратковий

гомоморфiзм.

Твеpдження 3.9.1. Нехай f : X → Y – вiдображення мiж топологiчни-

ми просторами i A,B ∈ G(X) – гiперпростори включення. Тодi

1) Gf(A ∪ B) = Gf(A) ∪Gf(B);
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2) Gf(A ∩ B) = Gf(A) ∩Gf(B);

3) Gf(A⊥) = Gf(A)⊥, при умовi, що f – неперервне i Y є T4-простором.

Доведення. 1. Перший пункт випливає з рiвностей

Gf(A ∪ B) = f(A ∪ B)⊥⊥ =
(
f(A) ∪ f(B)

)⊥⊥ =

=
(
f(A)⊥ ∩ f(B)⊥

)⊥ =
(
f(A)⊥⊥ ∪ f(B)⊥⊥

)
= Gf(A) ∪Gf(B).

2. Так само, другий пункт випливає з рiвностi f(A ∩ B) = f(A) ∩ f(B),

яка доводиться наступним чином. Розглянемо довiльнi замкненi пiдмножини

E ∈ f(A) ∩ f(B) простору Y i знайдемо такi A ∈ A i B ∈ B, що A ⊂ f−1(E) i

B ⊂ f−1(E). Звiдси A ∪ B ∈ A ∩ B i A ∪ B ⊂ f−1(E), i, отже, E ∈ f(A ∩ B).

Це доводить включення f(A) ∩ f(B) ⊂ f(A ∩ B). Протилежне включення є

тривiальним.

3. Припустимо, що вiдображення f є неперервним i Y – T4-простiр. Нам по-

трiбно перевiрити рiвнiсть Gf(A⊥) = Gf(A)⊥. Оскiльки Gf(A)⊥ = f(A)⊥⊥⊥ =

f(A)⊥, то включення

f(A⊥) = Gf(A⊥) ⊂ Gf(A)⊥ = f(A)⊥

буде виконуватись як тiльки ми доведемо, що f(A⊥) ⊂ f(A)⊥. Розглянемо до-

вiльну множину A ∈ f(A⊥) i знайдемо B ∈ A⊥ з B ⊂ f−1(A). Далi, для до-

вiльної множини C ∈ f(A) знайдемо таку множину D ∈ A, що D ⊂ f−1(C).

Оскiльки B ∈ A⊥, то ми одержуємо, що

∅ 6= B ∩D ⊂ f−1(A) ∩ f−1(C) = f−1(A ∩ C)

i, отже, A∩C 6= ∅. Ми довели, що множина A перетинається з кожною множиною

C ∈ f(A) i, таким чином, A ∈ f(A)⊥, що доводить потрiбне включення f(A⊥) ⊂
f(A)⊥.

Щоб довести протилежне включення f(A)⊥ ⊂ f(A⊥) ми використовува-

тимемо неперервнiсть f i T4-властивiсть простору Y . Припустивши, що f(A)⊥ \
f(A⊥) мiстить деяку замкнену множину F ⊂ Y , знайдемо вiдкритий окiл O(F ) ⊂
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Y множини F , що не мiстить жодної множини з гiперпростору включення

f(A⊥). За T4-аксiомою простору Y , замкнена множина C = Y \O(F ) простору

Y має окiл O(C), замикання E = O(C) якого мiститься в Y \ F . За неперерв-

нiстю вiдображення f множина f−1(E) є замкненою в X. Ми стверджуємо,

що ця множина належить A = A⊥⊥. Розглянемо довiльну множину A ∈ A⊥

i зауважимо, що замикання f(A) її образу f(A) в Y належить f(A⊥). Вибiр

околу O(F ) гарантує нам, що f(A) перетинає C = Y \ O(F ) i, як наслiдок,

f(A) перетинає O(C) i E = O(C). Отже, A перетинає f−1(E), звiдки випливає,

що f−1(E) ∈ A⊥⊥ = A i, отже, E ∈ f(A), що є неможливим, оскiльки E не

перетинає множину F ∈ f(A)⊥. ¤

Наступний приклад показує, що T4-властивiсть простору Y в третьому

пунктi твердження 3.9.1 є суттєвою.

Пpиклад 3.9.2. Розглянемо включення f : X → Y одноточкової мно-

жини X = {a} в зв’язну трикрапку Y = ({a, b, c}, τ), надiлену топологiєю

τ =
{∅, {a}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c}}. Включення f iндукує ґратковий гомоморфiзм

Gf : G(X) → G(Y ). Ми стверджуємо, що Gf(F⊥) 6= Gf(F)⊥, де F =
{{a}} –

єдиний елемент простору G(X). Дiйсно,

Gf(F⊥) = Gf(F) = f(F) =
{{a, b, c}, {b, c}},

тодi як

Gf(F)⊥ =
{{a, b, c}, {b, c}}⊥ =

{{a, b, c}, {b, c}, {b}, {c}} 6= Gf(F⊥).

Неперервнiсть iндукованого вiдображення Gf є дуже делiкатним питан-

ням.

Твеpдження 3.9.3. Вiдображення f : X → Y мiж T1-просторами є

неперервним, якщо вiдображення Gf : G(X) → G(Y ) – неперервне.

Доведення. Використовуючи вкладення iX : X → G(X), iX : x 7→ ↑x,
ототожнюємо X з пiдпростором простору G(X). Аналогiчно ототожнюємо Y з
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пiдпростором iY (Y ) простору G(Y ). Для кожного x ∈ X розглянемо ультра-

фiльтри ↑x = {F ∈ exp(X) : x ∈ F} i ↑f(x) = {F ∈ exp(Y ) : f(x) ∈ F}. З
означення вiдображення Gf випливає, що Gf(↑x) = ↑f(x). Це можна записати

таким чином iY ◦ f = Gf ◦ iX . Оскiльки вiдображення iX , iY є вкладеннями, то

з неперервностi Gf випливає неперервнiсть вiдображення f . ¤

Для нормального простору Y попереднє твердження можна обернути.

Твеpдження 3.9.4. Якщо f : X → Y є неперервним вiдображенням з

топологiчного простору X в T4-простiр Y , то вiдображення Gf : G(X) →
G(Y ) є неперервним.

Доведення. Досить перевiрити, що для кожної вiдкритої множини U ⊂
Y прообрази Gf−1(U+) i Gf−1(U−) є вiдкритими в G(X). Зафiксуємо довiльний

гiперпростiр включення F ∈ Gf−1(U+) i нехай E = Gf(F). Оскiльки E ∈ U+,

то знайдеться така множина E ∈ E , що f(F ) ⊂ E ⊂ U для деякого F ∈ F .

Оскiльки Y є T4-простором, то знайдеться така вiдкрита множина W ⊂ Y ,

що E ⊂ W ⊂ W ⊂ U . Таким чином f−1(W )+ є таким околом F в G(X), що

Gf(F ′) ∈ U+ для кожного F ′ ∈ f−1(W )+. Це доводить, що Gf−1(U+) є околом

в G(X).

Щоб показати, що Gf−1(U−) є вiдкритою в G(X), зафiксуємо довiльний

гiперпростiр включення F ∈ Gf−1(U−) i нехай E = Gf(F). Оскiльки X \U /∈ E ,
то iснує окiл W ⊂ Y множини X\U , який не мiстить жодної замкненої множини

E ∈ E , тобто E ∩ (Y \W ) 6= ∅ для всiх E ∈ E . Оскiльки Y є T4-простором, то

iснує така вiдкрита множина V ⊂ Y , що Y \ W ⊂ V ⊂ V ⊂ U . Таким чином,

E ∈ V −. Легко перевiрити, що F ∈ f−1(V )− i f−1(V )− є вiдкритим околом F ,

який мiститься в Gf−1(U−), що доводить вiдкритiсть Gf−1(U−) в G(X). ¤

Наступний простий приклад показує, що, в загальному випадку, неперерв-

нiсть Gf не випливає з неперервностi f .

Пpиклад 3.9.5. Розглянемо включення f : X → Y зв’язної двокрапки

X = {a, b} з топологiєю τX = {∅, {a}, {a, b}} в зв’язну трикрапку Y = {a, b, c} з
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топологiєю

τY =
{∅, {a}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c}}.

Ми стверджуємо, що вкладення f породжує розривне вiдображення Gf : G(X) →
G(Y ).

Зауважимо, що простiр G(X) мiстить два гiперпростори включення: A =
{{a, b}} i B =

{{b}, {a, b}}. Розглянувши їхнi образи в G(Y ), ми одержуємо:

Gf(A) =
{{b, c}, {a, b, c}} i Gf(B) =

{{b}, {b, c}, {a, b, c}}.

Вiдмiтимо, що вiдкрита множина {a, b}+ в G(Y ) мiстить гiперпростiр включе-

ння Gf(B), але не мiстить Gf(A). Припустивши неперервнiсть вiдображення

Gf , ми б одержали, що U = Gf−1({a, b}+) = {B} є вiдкритою множиною в

G(X). Але це неможливо, оскiльки єдиною нетривiальною вiдкритою множи-

ною в G(X) є {a}− = {A}.

Далi, ми вiдповiмо на природне запитання: чи iндукованi вiдображення

мiж просторами гiперпросторiв включення зберiгають композицiї вiдображень.

Твеpдження 3.9.6. Нехай f : X → Y i g : Y → Z – два неперервнi

вiдображення мiж топологiчними просторами. Для довiльного гiперпростору

включення F ∈ G(X) маємо

1) G(g ◦ f)(F) ⊂ (Gg ◦Gf)(F));

2) G(g ◦ f)(F) = (Gg ◦Gf)(F), за умови, що Z є T4-простором.

Доведення. 1. Перший пункт випливатиме з замкненостi (Gg◦Gf)(F) =

Gg(Gf(F)) як тiльки ми перевiримо, що g ◦ f(F) ⊂ Gg(Gf(F)). Розглянемо

довiльну замкнену множину A ∈ g ◦ f(F). Тодi g−1(A) ∈ f(F) ⊂ f(F) = Gf(F)

i, отже, A ∈ g(Gf(F)) ⊂ g(Gf(F)) = Gg(Gf(F)).

2. Припустивши, що Z є T4-простором, доведемо, що (Gg ◦ Gf)(F) ⊂
G(g ◦ f)(F). Оскiльки (Gg ◦ Gf)(F) = g(Gf(F)), то достатньо перевiрити, що

g(Gf(F)) ⊂ G(g◦f)(F). Розглянемо довiльну замкнену множину A ∈ g(Gf(F)).

Припустивши, що A /∈ G(g◦f)(F) = g ◦ f(F) знайдемо вiдкритий окiл O(A) ⊂ Z
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множини A, який не мiстить жодної множини з сiм’ї g ◦ f(F). Оскiльки Z є T4-

простором, то вiдкритий окiл O(A) мiстить замикання iншого вiдкритого околу

O1(A) множини A в Z. Для кожного F ∈ F замикання g(f(F )) належить до

g ◦ f(F) i перетинає замнену множину Z \ O(A) згiдно з вибором околу O(A).

Далi, g(f(F )) перетинає замкнений окiл B = Z \O1(A) множини Z \O(A). Та-

ким чином, g−1(B) перетинає кожну множину f(F ), F ∈ F . Звiдси випливає,

що g−1(B) ∈ f(F)⊥. Оскiльки g−1(A) ∈ Gf(F) = f(F)⊥⊥, ми одержуємо, що

g−1(A) перетинає g−1(B), що є суперечнiстю (тому, що A ∩B = ∅). ¤

Наступний приклад показує, що останнiй пункт твердження 3.9.6 не ви-

конується без T4-припущення.

Пpиклад 3.9.7. Нехай X = {a} – одноточкова множина i Y = Z = {a, b, c}
– зв’язна трикрапка, надiлена топологiєю

τ =
{∅, {a}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c}}.

Нехай f : X → Y , f : a 7→ a, – включення i g : Y → Z – вiдображення, означене

формулою g(a) = a i g(b) = g(c) = b. Нехай F =
{{a}} є єдиним гiперпростором

включення в G(X). Легко бачити, що

G(g ◦ f)(F) =
{{b, c}, {a, b, c}},

Gf(F) =
{{b, c}, {a, b, c}},

Gg(Gf(F)) =
{{b}, {b, c}, {a, b, c}}

i, отже, G(g ◦ f)(F) 6= Gg(Gf(F)).

Для неперервних вiдображень в T4-простори iндукованi вiдображення збе-

рiгають деякi важливi пiдпростори просторiв гiперпросторiв включення.

Твеpдження 3.9.8. Нехай f : X → Y – неперервне вiдображення з то-

пологiчного простору X в T4-простiр Y . Тодi,

1) Gf(Nk(X)) ⊂ Nk(Y ) для кожного k ≥ 2;

2) Gf(N<ω(X) ⊂ N<ω(Y );

3) Gf(λ2(X)) ⊂ λ2(Y );
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4) Gf(Fil(X)) ⊂ Fil(Y ).

Доведення. 1. Зафiксуємо довiльний k-зчеплений гiперпростiр включе-

ння F ∈ Nk(X). Тодi, сiм’я f(F) ⊂ exp(Y ) також є k-зчепленою. Залишається

довести, що її замикання f(F) = Gf(F) є k-зчепленим. Припустивши протиле-

жне, знайдемо k множин A1, . . . , Ak ∈ f(F) з порожнiм перетином A1∩ · · ·∩Ak.

Повторюючи аргументи з доведення твердження 3.8.2, ми можемо так продов-

жити кожну множину Ai до вiдкритої множини Ui ⊂ Y , що U1 ∩ · · · ∩ Uk = ∅.
Для кожного i ≤ k множина Ai ∈ f(F) i, отже, вiдкритий окiл Ui множини Ai

мiстить елемент з множини f(F). Це дозволяє нам знайти замкнену множину

Bi ∈ f(F), Bi ⊂ Ui. Оскiльки Bi ⊂ Ui для всiх i ≤ k, то перетин B1 ∩ · · · ∩Bk є

порожнiм, що суперечить k-зчепленостi f(F).

2. Другий пункт вiдразу ж випливає з першого.

3. Припустимо, що F ∈ λ(X) є максимальною зчепленою системою. Оскiль-

ки F⊥ = F , то ми можемо застосувати твердження 3.9.1(3), щоб довести, що

Gf(F)⊥ = Gf(F⊥) = Gf(F). Остання рiвнiсть доводить, що Gf(F) є макси-

мальною зчепленою системою на Y .

4. Розглянемо довiльний фiльтр F ∈ Fil(X) i його образ Gf(F). Припу-

стивши, що Gf(F) /∈ Fil(Y ), знайдемо двi множини A1, A2 ∈ Gf(F) з A1 ∩A2 /∈
Gf(F). Далi, знайдемо такий вiдкритий окiл U ⊂ Y множини A1 ∩ A2, який

не мiстить жодної множини з Gf(F). Повторюючи доведення твердження 3.8.1,

використовуємо T4-властивiсть Y , щоб знайти такi вiдкритi околи U1 i U2 мно-

жин A1, A2, що U1 ∩U2 ⊂ U . Далi, знайдемо такi замкненi множини Bi ∈ f(F),

що Bi ⊂ Ui для i = 1, 2. Фiльтр F мiстить прообрази f−1(B1) i f−1(B2) i, отже,

мiстить їхнiй перетин f−1(B1) ∩ f−1(B2) = f−1(B1 ∩ B2), звiдки випливає, що

B1∩B2 ∈ f(F). Оскiльки B1∩B2 ⊂ U1∩U2 ⊂ U , то ми одержуємо суперечнiсть

з вибором множини U як околу A1 ∩ A2, який не мiстить жодної множини з

f(F) ⊃ f(F). ¤

Знайдемо умови, за яких вiдображення Gf є iн’єктивним. Кажемо, що

iн’єктивне неперервне вiдображення f : X → Y мiж топологiчними просторами
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є C∗-вкладенням, якщо для довiльних замкнених неперетинних множин A,B ⊂
X їхнi образи f(A) i f(B) мають неперетиннi замикання в Y .

Твеpдження 3.9.9. Якщо f : X → Y є C∗-вкладенням топологiчного

простору X в топологiчний простiр Y , то вiдображення Gf : G(X) → G(Y ) є

iн’єктивним.

Доведення. Зафiксуємо два рiзнi гiперпростори включення F , E ∈ G(X).

Тодi або F 6⊂ E або E 6⊂ F . Без втрати загальностi можемо вважати, що F 6⊂ E ,
тобто F /∈ E для деякого F ∈ F i iснує окiл O(F ) ⊂ X множини F , який

не мiстить жодної множини E ∈ E . Оскiльки f є C∗-вкладенням, то множини

A = clY (f(F )) i B = clY (f(X \O(F ))) є диз’юнктними в Y . З означення Gf(F)

випливає, що A ∈ Gf(F). З iншого боку, A /∈ Gf(E), бо A має окiл Y \B, який

не мiстить жодної множини f(E), E ∈ E (припустивши протилежне f(E) ⊂
Y \B ⊂ Y \ f(X \O(F )), ми б одержали E ⊂ f−1(Y \ f(X \O(F ))) = O(F ), що

суперечить вибору O(F )). ¤

Твеpдження 3.9.10. Якщо f : X → Y є вiдображенням мiж T1-просто-

рами з всюди щiльним образом f(X) в Y , то образ Gf(G(X)) є всюди щiльним

в G(Y ).

Доведення. Повторюючи доведення твердження 3.5.2, ми можемо пока-

зати, що Gf(G•(X)) є всюди щiльним в G(Y ), звiдки випливає всюди щiльнiсть

Gf(GX) в G(Y ). ¤

Наслiдок 3.9.11. Якщо f : X → Y є C∗-вкладенням простору X в нор-

мальний простiр Y з всюди щiльним образом f(X) в Y , то iндуковане вiдобра-

ження Gf : G(X) → G(Y ) є гомеоморфiзмом.

Доведення. За теоремою 3.2.1 i наслiдком 3.2.2, простори G(X) i G(Y ) є

компактами. Таким чином, з тверджень 3.9.4–3.9.10 випливає, що вiдображення

Gf : G(X) → G(Y ) є неперервним, iн’єктивним, i має всюди щiльний образ.

Насамкiнець, з компактностi G(X) випливає, що Gf – гомеоморфiзм. ¤
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Застосовуючи це твердження до вкладення нормального простору X в

його компактифiкацiю Стоуна-Чеха β(X) ми одержуємо, що простiр G(X) ка-

нонiчно гомеоморфний до G(βX). Цей факт вперше був доведений Мойсєєвим

[13].

Наслiдок 3.9.12. Нехай X – нормальний простiр i f : X → β(X) – вкла-

дення простору X в його компактифiкацiю Cтоуна-Чеха. Тодi вiдображення

Gf : G(X) → G(βX) є гомеоморфiзмом.

Схожi твердження виконуються для деяких пiдпросторiв простору G(X).

Наслiдок 3.9.13. Нехай X – нормальний простiр i f : X → β(X) –

вкладення X в його компактифiкацiю Стоуна-Чеха. Тодi обмеження

Gf |Fil(X) : Fil(X) → Fil(βX), Gf |N<ω(X) : N<ω(X) → N<ω(βX),

Gf |λ(X) : λ(X) → λ(βX), Gf |Nk(X) : Nk(X) → Nk(βX), k ≥ 2,

є гомеоморфiзмами.

Доведення. Ми дамо детальне доведення для просторiв Nk(X) i λ(X).

Для iнших просторiв доведення аналогiчнi.

Оскiльки Gf : G(X) → G(βX) є гомеоморфiзмом, то щоб довести, що

обмеження Gf |Nk(X) : Nk(X) → Nk(βX) є гомеоморфiзмом, достатньо перевi-

рити рiвнiсть Gf(Nk(X)) = Nk(βX). Згiдно з твердженням 3.9.8, Gf(Nk(X)) ⊂
Nk(βX), i твердження 3.8.2, простори Nk(X) i Nk(βX) є замкненi в компактах

G(X) i G(βX).

Повторюючи доведення твердження 3.5.2, ми можемо показати, що

Gf(N•
k (X)) є всюди щiльною в Nk(βX), звiдки випливає всюди щiльнiсть

Gf(Nk(X)) в Nk(βX). З цього факту i компактностi Gf(Nk(X)) i випливає

потрiбна рiвнiсть Gf(Nk(X)) = Nk(βX).

Щоб довести, що Gf |λ(X) : λ(X) → λ(βX) є гомеоморфiзмом, вiдмiтимо,

що λ(X) = N2(X) ∩ N2(X)⊥, де N2(X)⊥ = {F⊥ : F ∈ N2(X)}. Згiдно з твер-

дженням 3.9.1(3), Gf(F⊥) = Gf(F)⊥ для кожного F ∈ G(X). Таким чином ми
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маємо:

Gf(λ(X)) = Gf(N2(X) ∩N2(X)⊥) = Gf(N2(X)) ∩Gf(N2(X)⊥) =

= Gf(N2(X)) ∩Gf(N2(X))⊥ = N2(βX) ∩N2(βX)⊥ = λ(βX).

¤

3.10. Структура просторiв G(X) над скiнченними просторами X

В цьому пiдроздiлi ми розглянемо деякi факти про простiр G(X) i його

пiдпростори для скiнченного простору X. В цьому випадку простiр G(X) є скiн-

ченним. Проблема обчислення потужностi G(n) простору G(X) для простору X

потужностi n є нетривiальною i тiсно пов’язана з класичною (i досi не розв’яза-

ною) проблемою Дедекiнда [39], який запропонував обчислити число M(n) всiх

монотонних булевих функцiй n булевих змiнних. Функцiя M(n) зростає дуже

швидко. Її точнi значення вiдомi тiльки для n ≤ 8 i наведенi в наступнiй таблицi,

яка взята з On-Line Encyclopedia of Integer Sequences 2.

Таблиця 3.1

Значення функцiї M(n)

n |M(n)|
1 3

2 6

3 20

4 168

5 7581

6 7828354

7 2414682040998

8 56130437228687557907788

2www.research.att.com/cgi-bin/access.cgi/as/njas/sequences/eisA.cgi?Anum=000372
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Вiдмiтимо, що для кожного гiперпростору включення F ∈ G(X) його

характеристична функцiя χF : P(X) → {0, 1} є монотонною по вiдношенню

до вiдношення включення на степiнь-множинi P(X) простору X. Бiльше того,

χF (∅) = 0 i χF (X) = 1. Навпаки, кожна монотонна функцiя f : P(X) → {0, 1} з

f(∅) = 0 i f(X) = 1 визначає гiперпростiр включення f−1(1). Звiдси випливає,

що для скiнченної множини X потужностi n потужнiсть G(n) множини G(X)

дорiвнює M(n) − 2. Таким чином, ми одержуємо значення G(n) для n ≤ 8.

Потужнiсть iнших пiдмножин G(X) для |X| ≤ 6 наведено в наступнiй таблицi:

Таблиця 3.2

Потужностi деяких пiдпросторiв простору G(X)

n G(n) N2(n) λ2(n) N3(n) λ3(n) N4(n) N<ω(n) Fil(n)

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 4 3 2 3 2 3 3 3

3 18 11 4 10 3 10 10 7

4 166 80 12 54 5 53 53 15

5 7579 2645 81 762 20 687 686 31

6 7828352 ? 2646 ? ? ? 43285 63

Деякi значення в таблицi знайденi з допомогою комп’ютерних обчислень.

З iншого боку, для Fil(n), N<ω(n), i λ2(n) виконуються наступнi рекурентнi

формули.

Твеpдження 3.10.1. Для кожного n ∈ N справедливi наступнi формули:

1) Fil(n) = 2n − 1;

2) N<ω(n) =
∑n

k=1 Ck
n(1 + G(n− k)−N<ω(n− k));

3) Nk(n) = N<ω(n) для k ≥ n;

4) Nn−1(n) = 1 + N<ω(n);

5) λ2(n) = 1 + N2(n− 1).

Доведення. Нехай X – множина потужностi |X| = n.



56

1. Оскiльки для кожного фiльтра F на X перетин ∩F є непорожньою

множиною, породженою F , то кiлькiсть фiльтрiв дорiвнює кiлькостi непорожнiх

пiдмножин множини X, яка дорiвнює 2n − 1.

2. Для кожного центрованого гiперпростору включення F на X перетин

∩F є непорожнiм. Зафiксуємо довiльну непорожню пiдмножину M = {x1, . . . , xk}
множини X i розглянемо центрованi сiм’ї F з ∩F = M . Найбiльша з них поро-

джується M . Всi iншi мають вигляд F = {M ∪A : A ∈ A}, де A – гiперпростiр

включення на X \ M з ∩A = ∅. Кiлькiсть таких гiперпросторiв включення A
дорiвнює G(n − k) − N<ω(n − k). Таким чином, кiлькiсть всiх гiперпросторiв

включення F з ∩F = M дорiвнює 1+G(n−k)−N<ω(n−k). Оскiльки кiлькiсть

k-елементних пiдмножин множини X дорiвнює Ck
n, то ми одержуємо, що

N<ω(n) =
n∑

k=1

Ck
n(1 + G(n− k)−N<ω(n− k)).

3. Припустимо, що для деякого k ≥ n iснує k-зчеплений гiперпростiр вклю-

чення F на множинi X, який не є (k + 1)-зчепленим. Отже, iснують F1, F2, . . . ,

Fk+1 ∈ F з порожнiм перетином F1 ∩ F2 ∩ . . . ∩ Fk+1. Таким чином, X =

(X \F1)∪ . . .∪ (X \Fk+1). Оскiльки |X| = n, то X =
⋃

i∈I X \Fi для деякої мно-

жини I ⊂ {1, . . . , k + 1} потужностi |I| ≤ n. Отже,
⋂

i∈I Fi = ∅, що суперечить

k-зчепленостi F . Таким чином, кожен n-зчеплений гiперпростiр включення на

X є центрованим, звiдки випливає Nn(n) = N<ω(n).

4. Рiвнiсть Nn−1(n) = 1 + Nn(n) = 1 + N<ω(n) буде доведена як тiльки ми

покажемо, що кожен (n− 1)-зчеплений, але не n-зчеплений гiперпростiр вклю-

чення F на X збiгається з гiперпростором включення L = {L ⊂ X : |L| ≥ n−1}.
Спершу перевiримо, що F ⊂ L. Припустивши, що F 6⊂ L, знайдемо множину

F ∈ F потужностi |F | ≤ n− 2. Отже, гiперпростiр включення F ′ = {F ∩A : A ∈
A} на F є (n− 2)-зчепленим i центрованим згiдно попереднього пункту. Таким

чином, гiперпростiр включення F є також центрованим, що суперечить тому,

що F не є n-зчепленим. Таким чином F ⊂ L, тобто |F | ≥ n− 1 для всiх F ∈ F .
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Оскiльки гiперпростiр включення F не є n-зчепленим, то iснують множи-

ни F1, F2, . . . Fn ∈ F з порожнiм перетином F1 ∩ F2 ∩ . . . ∩ Fn. З |X \ Fi| ≤ 1,

i ≤ n, i X = (X \ F1) ∪ . . . ∪ (X \ Fn) випливає, що

{X \ Fi : i ≤ n} = {A ⊂ X : |A| = 1}.

Тодi L ⊂ {X,Fi : i ≤ n} ⊂ F i, отже, F = L.
5. Зафiксуємо довiльний елемент x ∈ X i розглянемо довiльну максималь-

ну зчеплену систему L. Якщо L не є ультрафiльтром, породженим x, то сiм’я

L0 = {A ∈ L : A ⊂ X \ {x}}

є зчепленою системою на X \ {x}. З максимальностi L випливає, що

L = L0 ∪ {A ⊂ X : x ∈ A, A \ {x} ∈ L⊥0 }.

Таким чином, кiлькiсть максимальних зчеплених систем дорiвнює збiльшенiй на

одиницю кiлькостi зчеплених систем на X \ {x}, що можна записати наступним

чином

λ(n) = 1 + N2(n− 1).

¤
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Висновки до роздiлу 3

В цьому роздiлi, маючи довiльний топологiчний простiр X, ми визначили

простiр G(X) гiперпросторiв включення на X i показали, що G(X) є суперком-

пактним T1-простором. Використовуючи взаємозв’язок G(X) з розширенням

Волмена ω(X), ми довели, що простiр G(X) є гаусдорфовим тодi i тiльки тодi,

коли X – нормальний. Добре вiдомо, що конструкцiя простору гiперпросторiв

включення є функторiальною в категорiї компактiв, див. [66]. Ми продовжили

цю конструкцiю на категорiю нормальних топологiчних просторiв i показали,

що для нормального простору X простiр G(X) канонiчно гомеоморфний G(βX),

де β(X) = ω(X) – компактифiкацiя Стоуна-Чеха простору X. Iншим методом

цей взаємозв’язок показаний також Є.Мойсєєвим [13]. Також ми розглянули

важливi пiдпростори простору G(X): пiдпростiр фiльтрiв Fil(X), k-зчеплених

систем Nk(X), максимальних k-зчеплених систем λk(X).

Основним результатом третього роздiлу є дуальна характеризацiя 3.7.1 гi-

перпросторiв включення зi скiнченними носiями. Ця характеризацiя суттєво ви-

користовуватиметься в теоремi 4.6.1 для опису топологiчного центру напiвгрупи

G(X) над дискретною групою X. Вона звучить наступним чином: гiперпростiр

включення F на T1-просторi X має скiнченний носiй тодi i тiльки тодi, коли

гiперпростори включення F i F⊥ мають бази, що складаються зi скiнченних

множин.
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РОЗДIЛ 4

АЛГЕБРА В ПРОСТОРI ГIПЕРПРОСТОРIВ ВКЛЮЧЕННЯ

У цьому роздiлi ми покажемо, що бiнарна операцiя, визначена на дискре-

тному топологiчному просторi S, продовжується не тiльки на β(S), але також i

на найменшу повну пiдґратку G(S) ⊂ P(P(S)), що мiстить β(S). Ми вивчатиме-

мо деякi важливi властивостi напiвгрупової операцiї на G(S) i їх взаємозв’язок

з ґратковою структурою G(S), а також опишемо структуру напiвгруп G(S).

4.1. Продовження алгебраїчних операцiй до гiперпросторiв вклю-

чення

В цьому пiдроздiлi, маючи бiнарну (асоцiативну) операцiю ∗ : X×X → X

на дискретному просторi X ми продовжимо її до правотопологiчної (асоцiа-

тивної) операцiї на G(X), використовуючи ту ж формулу, що i для множення

ультрафiльтрiв, а саме: добуток U ◦ F двох гiперпросторiв включення U i F
визначимо формулою

U ◦ F = 〈
⋃

x∈U

x ∗ Fx : U ∈ U , {Fx}x∈U ⊂ F〉

Доведемо деякi властивостi операцiї ◦ на G(X).

Покажемо, що якщо магма (X, ∗) є напiвгрупою, то (G(X), ◦) також є

напiвгрупою.

Твеpдження 4.1.1. Якщо операцiя ∗ на X асоцiативна, то такою ж є

iндукована операцiя ◦ на G(X).

Доведення. Необхiдно показати, що (U ◦ V) ◦ W = U ◦ (V ◦ W) для до-

вiльних гiперпросторiв включення U ,V,W.

Розглянемо довiльну множину A ∈ (U ◦V)◦W i оберемо таку множину B ∈
U ◦V, що A ⊃ ⋃

z∈B

z ∗Wz для деякої сiм’ї {Wz}z∈B ⊂ W. Далi, для множини B ∈
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U◦V оберемо таку множину U ∈ U , що B ⊃ ⋃
x∈U

x ∗ Vx для деякої сiм’ї {Vx}x∈U ⊂
V. Легко бачити, що для кожного x ∈ U i y ∈ Vx добуток x ∗ y належить B i,

отже, Wx∗y є визначеною. Таким чином,
⋃

y∈Vx

y ∗Wx∗y ∈ V ◦W для всiх x ∈ U i,

отже,
⋃

x∈U

x∗ (
⋃

y∈Vx

y ∗Wx∗y) ∈ U ◦ (V ◦W). Оскiльки
⋃

x∈U

⋃
y∈Vx

x ∗ y ∗Wx∗y ⊂ A, то

ми одержуємо A ∈ U ◦ (V ◦W). Це доводить включення (U ◦V)◦W ⊂ U ◦ (V ◦W).

Щоб довести протилежне включення, зафiксуємо множину A ∈ U ◦(V ◦W)

i оберемо таку множину U ∈ U , що A ⊃ ⋃
x∈U

x ∗Bx для деякої сiм’ї {Bx}x∈U ⊂
V ◦ W. Далi, для кожного x ∈ U знайдемо таку множину Vx ∈ V, що Bx ⊃
⋃

y∈Vx

y ∗Wx,y для деякої сiм’ї {Wx,y}y∈Vx ⊂ W. Нехай Z =
⋃

x∈U

x ∗ Vx. Для

кожного z ∈ Z знайдемо такi x ∈ U i y ∈ Vx, що z = x ∗ y i покладемо

Wz = Wx,y. Тодi Z ∈ U ◦ V i
⋃

z∈Z

z ∗Wz ∈ (U ◦ V) ◦ W . Взявши до уваги, що
⋃

z∈Z

z ∗Wz ⊂
⋃

x∈U

⋃
y∈Vx

x ∗ y ∗Wx,y ⊂ A, одержуємо A ∈ (U ◦ V) ◦W. ¤

Твеpдження 4.1.2. Операцiя ◦ комутує з операцiєю трансверсалi в тому

сенсi, що (U ◦ V)⊥ = U⊥ ◦ V⊥ для всiх U ,V ∈ G(X).

Доведення. Щоб довести включення U⊥ ◦ V⊥ ⊂ (U ◦ V)⊥, зафiксуємо

довiльний елемент A ∈ U⊥ ◦ V⊥. Потрiбно перевiрити, що A перетинає кожну

множину B ∈ U ◦ V. Без втрати загальностi можемо вважати, що множини A i

B є базовими:

A =
⋃

x∈F

x ∗Gx для деяких множин F ∈ U⊥ i {Gx}x∈F ⊂ V⊥

та

B =
⋃

x∈U

x ∗ Vx для деяких множин U ∈ U i {Vx}x∈U ⊂ V.

Оскiльки U ∈ U i F ∈ U⊥, то перетин F ∩ U мiстить деяку точку x. Для

цiєї точки x множини Vx ∈ V i Gx ∈ V⊥ є коректно визначеними i їхнiй перетин

Vx ∩Gx мiстить деяку точку y. Далi, перетин A∩B мiстить точку x ∗ y i, отже,

непорожнiй, що доводить належнiсть A ∈ (U ◦ V)⊥.
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Для доведення включення (U ◦ V)⊥ ⊂ U⊥ ◦ V⊥, зафiксуємо множину A ∈
(U ◦ V)⊥. Ми стверджуємо, що множина

F = {x ∈ X : x−1A ∈ V⊥}

належить до U⊥ (тут x−1A = {y ∈ X : x ∗ y ∈ A}). Припустивши протилежне,

що F /∈ U⊥, знайдемо таку множину U ∈ U , що F ∩ U = ∅. За означенням F ,

для кожного x ∈ U множина x−1A /∈ V⊥ i, отже, ми можемо знайти множину

Vx ∈ V, для якої перетин Vx ∩ x−1A є порожнiм. За означенням добутку U ◦ V,
множина B =

⋃
x∈U x ∗ Vx належить до U ◦ V i, отже, перетинає множину A.

Таким чином, x ∗ y ∈ A для деякого x ∈ U i y ∈ Vx. З x ∗ y ∈ A випливає, що

y ∈ x−1A ⊂ X \ Vx, що є протирiччям, яке доводить належнiсть F ∈ U⊥. Отже,

множини A ⊃ ⋃
x∈F x ∗ x−1A належать U⊥ ◦ V⊥. ¤

Твеpдження 4.1.3. Рiвнiсть (U ∩ V) ◦ W = (U ◦ W) ∩ (V ◦ W) виконано

для довiльних U ,V,W ∈ G(X).

Доведення. Легко перевiрити, що (U ∩ V) ◦W ⊂ (U ◦W) ∩ (V ◦W).

Щоб довести протилежне включення, зафiксуємо множину F ∈ (U ◦W)∩
(V ◦W). Тодi

F ⊃
⋃

x∈U

x ∗W ′
x i F ⊃

⋃

y∈V

y ∗W ′′
y

для деякого U ∈ U , {W ′
x}x∈U ⊂ W, i V ∈ V, {W ′′

y }y∈V ⊂ W. Оскiльки U ,V
є гiперпросторами включення, то U ∪ V ∈ U ∩ V. Для кожного z ∈ U ∪ V

покладемо Wz = W ′
z, якщо z ∈ U i Wz = W ′′

z , якщо z /∈ U . Звiдси випливає, що

F ⊃ ⋃
z∈U∪V

z ∗Wz i, отже, F ∈ (U ∩ V) ◦W. ¤

Цiлком аналогiчно доводиться наступне

Твеpдження 4.1.4. Для довiльних U ,V,W ∈ G(X) i a ∈ X

a ◦ (V ∪W) = (a ◦ V) ∪ (a ◦W) i a ◦ (V ∩W) = (a ◦ V) ∩ (a ◦W).

Спiвставляючи твердження 4.1.2 i 4.1.3 одержуємо



62

Наслiдок 4.1.5. Для довiльних U ,V,W ∈ G(X) виконується рiвнiсть

(U ∪ V) ◦W = (U ◦W) ∪ (V ◦W).

Доведення. Справдi,

(U ∪ V) ◦W =
(
((U ∪ V) ◦W)⊥

)⊥ = ((U ∪ V)⊥ ◦W⊥)⊥ =

=((U⊥ ∩ V⊥) ◦W⊥)⊥ = ((U⊥ ◦W⊥) ∩ (V⊥ ◦W⊥))⊥ =

=(U⊥ ◦W⊥)⊥ ∪ (V⊥ ◦W⊥)⊥ = (U ◦W) ∪ (V ◦W).

¤

Твеpдження 4.1.6. Для кожної дискретної магми (X, ∗) простiр G(X),

надiлений продовженою операцiєю ◦, є правотопологiчною магмою, топологi-

чний центр якої мiстить X.

Доведення. Спершу перевiримо, що для довiльного U ∈ G(X) правий

зсув RU : G(X) → G(X), RU : F 7→ F ◦ U , є неперервним.

Зафiксуємо довiльнi гiперпростори включення F ,U ∈ G(X) i нехай W+

– передбазовий окiл їхнього добутку F ◦ U . Знайдемо такi множини F ∈ F i

{Ux}x∈F ⊂ U , що
⋃

x∈F

x ∗ Ux ⊂ W . Тодi F+ є околом F , для якого F+ ◦U ⊂ W+.

Тепер припустимо, що F ◦ U ∈ W− для деякої W ⊂ X. Вiдмiтимо, що

для довiльного гiперпростору включення V ∈ G(X) виконуються рiвносильностi

V ∈ W− ⇔ W ∈ V⊥ ⇔ V⊥ ∈ W+. Таким чином, F ◦ U ∈ W− рiвносильна

F⊥ ◦ U⊥ = (F ◦ U)⊥ ∈ W+. Згiдно з попереднiм випадком, iснує такий окiл

O(F⊥), що O(F⊥) ◦ U⊥ ⊂ W+. Тепер з неперервностi операцiї трансверсалi

випливає, що O(F⊥)⊥ є околом F з O(F⊥)⊥ ◦ U ⊂ W−.

Насамкiнець, доведемо, що для кожного a ∈ X лiвий зсув La : G(X) →
G(X), La : F 7→ a◦F , є неперервним. Розглянемо вiдкриту множину W+ ⊂ G(X)

i вiдмiтимо, що L−1
a (W+) є вiдкритим, бо L−1

a (W+) = (a−1W )+, де a−1W =

{x ∈ X : a ∗ x ∈ W}. З другого боку, a ◦ F ∈ W− рiвносильне тому, що a ◦ F⊥ =

(a ◦ F)⊥ ∈ (W−)⊥ = W+, звiдки випливає, що прообраз

L−1
a (W−) = (La(W+))⊥
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також є вiдкритим. ¤

Наступна теорема єдиностi показує, що продовжена операцiя ◦ на G(X) є

єдиною операцiєю, для якої виконуються вищедоведенi властивостi.

Теоpема 4.1.7. Для кожної магми (X, ∗) продовжена операцiя ◦ на G(X)

є єдиною бiнарною операцiєю на G(X), яка має наступнi властивостi:

1) (U ∪ V) ◦W = (U ◦W) ∪ (V ◦W);

2) (U ∩ V) ◦W = (U ◦W) ∩ (V ◦W);

3) a ◦ (V ∪W) = (a ◦ V) ∪ (a ◦W);

4) a ◦ (V ∩W) = (a ◦ V) ∩ (a ◦W);

5) для кожного U ∈ G(X) правий зсув RU : G(X) → G(X), RU : F 7→
F ◦ U , є неперервним;

6) для кожного a ∈ X лiвий зсув La : G(X) → G(X), La : F 7→ a ◦ F , є

неперервним.

Доведення. Нехай ? є iншою бiнарною операцiєю, яка задовольняє умо-

ви теореми. Тодi x?y = x◦y для довiльних двох точок x, y ∈ X ⊂ G(X). Спершу

перевiримо, що a ? F = a ◦ F для кожного a ∈ X i F ∈ G(X). Оскiльки лiвi

зсуви F 7→ a ? F i F 7→ a ◦ F є неперервними, то достатньо перевiрити рiвнiсть

a?F = a◦F для гiперпросторiв включення F , якi мають скiнченнi носiї в X (бо

множина G•(X) всiх таких гiперпросторiв включення є всюди щiльною в G(X),

див. твердження 3.5.2). Кожен такий гiперпростiр включення F породжується

скiнченною сiм’єю скiнченних пiдмножин простору X. Якщо F = ↑F породже-

ний однiєю скiнченною множиною F = {a1, . . . , an} ⊂ X, то F =
⋂n

i=1 ↑ai є

скiнченним перетином головних ультрафiльтрiв, i, отже,

↑a ? F = ↑a ?
n⋂

i=1

↑ai =
n⋂

i=1

↑a ? ↑ai =
n⋂

i=1

↑a ◦ ↑ai = ↑a ◦
n⋂

i=1

↑ai = ↑a ◦ F .

Якщо F = ↑{F1, . . . , Fn} породжений скiнченною сiм’єю скiнченних множин,

то F =
⋃n

i=1 ↑Fi i ми можемо використати попереднiй випадок для доведення
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рiвностей

↑a ? F = ↑a ?
n⋃

i=1

↑Fi =
n⋃

i=1

↑a ? ↑Fi =
n⋃

i=1

↑a ◦ ↑Fi = ↑a ◦
n⋃

i=1

↑Fi = ↑a ◦ F .

Далi, зафiксувавши довiльний гiперпростiр включення U ∈ G(X), схожими ар-

гументами можна довести, що F ?U = F ◦U для всiх гiперпросторiв включення

F ∈ G•(X), що мають скiнченний носiй в X. Насамкiнець, використовуючи

всюди щiльнiсть G•(X) в G(X) i неперервнiсть правих зсувiв F 7→ F ◦ U i

F 7→ F ? U легко перевiрити рiвнiсть F ? U = F ◦ U для всiх гiперпросторiв

включення F ∈ G(X). ¤

4.2. Гомоморфiзми магм гiперпросторiв включення

Зауважимо, що наша конструкцiя продовження бiнарної операцiї з X на

G(X) добре працює як для асоцiативних, так i для неасоцiативних операцiй.

В попередньому пiдроздiлi ми показали, що для кожної магми (напiвгрупи) X

простiр G(X) є магмою (напiвгрупою) по вiдношенню до продовженої операцiї.

Твеpдження 4.2.1. Для кожного гомоморфiзму h : X1 → X2 мiж ма-

гмами (X1, ∗1) та (X2, ∗2) iндуковане вiдображення Gh : G(X1) → G(X2) є

гомоморфiзмом магм G(X1) та G(X2).

Доведення. Зафiксувавши два гiперпростори включення U ,V ∈ G(X1),

одержимо

Gh(U ◦1 V) = Gh(〈
⋃

x∈U

x ∗1 Vx : U ∈ U , {Vx}x∈U ⊂ V〉) =

= 〈h(
⋃

x∈U

x ∗1 Vx) : U ∈ U , {Vx}x∈U ⊂ V〉 =

= 〈
⋃

x∈U

h(x) ∗2 h(Vx) : U ∈ U , {Vx}x∈U ⊂ V〉 =

= 〈
⋃

x∈h(U)

x ∗2 h(Vx) : U ∈ U , {h(Vx)}x∈U ⊂ Gh(V)〉 =

= 〈h(U) : U ∈ U〉 ◦2 〈h(V ) : V ∈ V〉 = Gh(U) ◦2 Gh(V).
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¤

Переформулювавши твердження 4.1.2 в термiнах гомоморфiзмiв, одержу-

ємо

Твеpдження 4.2.2. Для кожної магми X вiдображення трансверсалi

⊥: G(X) → G(X) є гомоморфiзмом магми G(X).

4.3. Пiдмагми G(X)

В цьому пiдроздiлi ми покажемо, що для магми X, надiленої дискретною

топологiєю, всi (топологiчно) замкненi пiдпростори G(X), розглянутi в пiдроз-

дiлi 3.8, є пiдмагмами G(X).

Вважаємо, що ∗ : X × X → X є бiнарною операцiєю на просторi X i

◦ : G(X)×G(X) → G(X) є продовженням ∗ на G(X). Застосовуючи тверджен-

ня 4.2.2, одержуємо

Твеpдження 4.3.1. Якщо S є пiдмагмою G(X), то S⊥ є пiдмагмою

G(X).

Наступнi твердження легко випливають з означення операцiї ◦ на G(X).

Твеpдження 4.3.2. Множини Fil(X), N<ω(X) i Nk(X), k ≥ 2, є пiдма-

гмами в G(X).

Твеpдження 4.3.3. Компактифiкацiя Стоуна-Чеха β(X) i суперрозши-

рення λ(X) є замкненими пiдмагмами в G(X).

Доведення. Суперрозширення λ(X) є пiдмагмою G(X), оскiльки є пе-

ретином λ(X) = N2(X) ∩ (N2(X))⊥ двох пiдмагм магми G(X). Аналогiчно,

β(X) = Fil(X) ∩ λ(X) є пiдмагмою G(X). ¤

Зауваження 4.3.4. На вiдмiну вiд λ(X), для k ≥ 3 пiдмножина λk(X)

не завжди є пiдмагмою магми G(X). Наприклад, для циклiчної групи C5 =
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{0, 1, 2, 3, 4} пiдмножина λ3(C5) магми G(C5) мiстить максимальну 3-зчеплену

систему

L = 〈{0, 1, 2}, {0, 1, 4}, {0, 2, 4}, {1, 2, 4}〉,

квадрат якої

L ◦ L = 〈{1, 2, 4, 5}, {0, 2, 3, 4}, {0, 1, 3, 4}, {0, 1, 2, 4}, {0, 1, 2, 3}〉

не є максимальною 3-зчепленою системою.

Виходячи з означення операцiї ◦ на G(X), легко довести наступне

Твеpдження 4.3.5. Множина G•(X) всiх гiперпросторiв включення зi

скiнченними носiями є пiдмагмою магми G(X).

Насамкiнець, знайдемо умови на операцiю ∗, якi гарантують, що пiдмно-

жина G◦(X) вiльних гiперпросторiв включення є пiдмагмою G(X).

Твеpдження 4.3.6. Припустимо, що для кожного b ∈ X iснує така

скiнченна множина F ⊂ X, що для кожного a ∈ X \ F множина a−1b = {x ∈
X : a∗x = b} є скiнченною. Тодi множина G◦(X) є замкненою пiдмагмою магми

G(X) i, отже, Fil◦(X), λ◦(X), β◦(X) є замкненими пiдмагмами в G(X).

Доведення. Зафiксуємо два гiперпростори включення A,B ∈ G(X) i пiд-

множину C ∈ A◦B. Потрiбно довести, що C \K ∈ A◦B для кожної компактної

пiдмножини K ⊂ X. Без втрати загальностi вважаємо, що множина C є базо-

вою: C =
⋃

a∈A a ∗Ba для деякої множини A ∈ A i деякої сiм’ї {Ba}a∈A ⊂ B.
Оскiльки X є дискретним, то множина K є скiнченною. За припущенням,

iснує така скiнченна множина F ⊂ X, що для кожного a ∈ X \ F множина

a−1K = {x ∈ X : a ∗ x ∈ K} є скiнченною. Гiперпростiр A, будучи вiльним,

мiстить множину A′ = A \ F . Аналогiчно, для кожного a ∈ A′ гiперпростiр B
мiстить множину B′

a = Ba \ a−1K. Оскiльки C \K ⊃ ⋃
a∈A′ a ∗ B′

a ∈ A ◦ B, то
ми одержуємо, що C \K ∈ A ◦ B. ¤
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Зауваження 4.3.7. Якщо X є напiвгрупою, то G(X) є напiвгрупою i всi

пiдмагми, розглянутi вище, є пiднапiвгрупами напiвгрупи G(X). Деякi з них є

добре вiдомими в теорiї напiвгруп. Зокрема, такою є напiвгрупа β(X) ультра-

фiльтрiв i β◦(X) = β(X)\X вiльних ультрафiльтрiв. Напiвгрупа Fil(X) мiстить

iзоморфну копiю степiнь-напiвгрупи X, яка є гiперпростором exp(X), надiленим

напiвгруповою операцiєю A ∗B = {a ∗ b : a ∈ A, b ∈ B}.

4.4. Iдеали i нулi в G(X)

Для магми (X, ∗) правi нулi в G(X) мають простий опис. Кажемо, що

гiперпростiр включення A ∈ G(X) є iнварiантним, якщо для кожного A ∈ A i

x ∈ X множини x ∗A i x−1A = {y ∈ X : x ∗ y ∈ A} належать до A.

Твеpдження 4.4.1. Гiперпростiр включення A ∈ G(X) є правим нулем

в G(X) тодi i тiльки тодi, коли A є iнварiантним.

Доведення. Припустимо, що гiперпростiр включення A ∈ G(X) є iнварi-

антним i покажемо, що B ◦A = A для кожного B ∈ G(X). Зафiксуємо довiльну

множину F ∈ B ◦ A i знайдемо таку множину B ∈ B i сiм’ю {Ax}x∈B ⊂ A, що
⋃

x∈B

x ∗Ax ⊂ F . Оскiльки A ∈ G(X) є iнварiантним, то
⋃

x∈B

x ∗Ax ∈ A i, отже,

F ∈ A. Тим самим доведено включення B◦A ⊂ A. З другого боку, для кожного

F ∈ A i кожного x ∈ X одержуємо x−1F ∈ A i, отже, F ⊃ ⋃
x∈X

x ∗ x−1F ∈ B ◦A.
Таким чином, A є правим нулем напiвгрупи G(X).

Нехай тепер A є правим нулем G(X). Вiдмiтимо, що для кожного x ∈ X з

рiвностi ↑x ◦ A = A випливає, що x ∗A ∈ A для кожного A ∈ A.

З другого боку, з рiвностi {X} ◦ A = A випливає, що для кожного A ∈ A
iснує така сiм’я {Ax}x∈X ⊂ A, що

⋃
x∈X x ∗ Ax ⊂ A. Отже, для кожного x ∈ X

множина x−1A = {z ∈ X : x ∗ z ∈ A} ⊃ Ax ∈ A належить A, звiдки випливає,

що A є iнварiантним. ¤



68

Через
↔
G(X) позначимо множину всiх iнварiантних гiперпросторiв включе-

ння в G(X). З твердження 4.4.1 випливає, щоA◦B = B для кожнихA,B ∈
↔
G(X).

Таким чином,
↔
G(X) є напiвгрупою правих нулiв.

Твеpдження 4.4.2. Множина
↔
G(X) є замкненою в G(X), є напiвгрупою

правих нулiв магми G(X) i замкненою повною пiдґраткою ґратки G(X), яка

iнварiантна вiдносно трансверсалi. Бiльше того, якщо
↔
G(X) є непорожньою,

то вона є лiвим iдеалом, що лежить в кожному правому iдеалi магми G(X).

Доведення. Якщо A ∈ G(X) \
↔
G(X), то iснують такi x ∈ X i A ∈ A, що

x ∗A /∈ A або x−1A /∈ A. Тодi

O(A) = {A′ ∈ G(X) : A ∈ A′ i (x ∗A /∈ A′ або x−1A /∈ A)}

є вiдкритим околом A, який не перетинає множину
↔
G(X) i, отже, множина

↔
G(X) є замкненою G(X).

Оскiльки A ◦ B = B для кожного A,B ∈
↔
G(X), то множина

↔
G(X) є напiв-

групою правих нулiв магми G(X).

Щоб довести, що
↔
G(X) є iнварiантною вiдносно трансверсалi, вiдмiтимо,

що для кожного A ∈ G(X) i Z ∈
↔
G(X) виконано A ◦ Z⊥ = (A⊥ ◦ Z)⊥ = Z⊥,

звiдки випливає, що Z⊥ є правим нулем в G(X) i, отже, належить
↔
G(X), згiдно

з твердженням 4.4.1.

Для доведення того, що
↔
G(X) є повною пiдґраткою ґратки G(X) необ-

хiдно перевiрити, що
↔
G(X) є замкненою вiдносно довiльних перетинiв i об’єд-

нань. Легко перевiрити, що довiльне об’єднання iнварiантних вiдносно зсувiв

гiперпросторiв включення є iнварiантним вiдносно зсувiв, звiдки випливає, що
⋃

α∈AZα ∈
↔
G(X) для довiльної сiм’ї {Zα}α∈A ⊂

↔
G(X). Оскiльки

↔
G(X) є замкне-

ною вiдносно трансверсалi, то ми також одержуємо
⋂

α∈A

Zα =
( ⋃

α∈A

Z⊥α )⊥ ∈
↔
G(X)⊥ =

↔
G(X).

Якщо
↔
G(X) є непорожньою, то вона є лiвим iдеалом в G(X), бо скла-

дається з правих нулiв. Тепер розглянемо довiльний правий iдеал I в G(X) i
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зафiксуємо довiльний елемент R ∈ I. Тодi, для кожного Z ∈
↔
G(X) одержуємо,

що Z = R ◦ Z ∈ I, звiдки випливає, що
↔
G(X) ⊂ I. ¤

Твеpдження 4.4.3. Якщо X є напiвгрупою i
↔
G(X) є непорожньою, то

↔
G(X) – мiнiмальний iдеал в G(X).

Доведення. Згiдно з попереднiм твердженням, достатньо перевiрити, що
↔
G(X) є правим iдеалом. Розглянемо довiльнi гiперпростори включення A ∈
↔
G(X) i B ∈ G(X) i зафiксуємо довiльну множину F ∈ A ◦ B. Нам потрiбно

показати, що множини x ∗F i x−1F належать A◦B. Без втрати загальностi, ми

можемо вважати, що F є базовою, тобто

F =
⋃

a∈A

a ∗Ba

для деякої множини A ∈ A i деякої сiм’ї {Ba}a∈A ⊂ B. З асоцiативностi напiв-

групової операцiї на S випливає, що

x ∗ F =
⋃

a∈A

x ∗ a ∗Ba =
⋃

z∈x∗A
z ∗Ba(z) ∈ A ◦ B,

де a(z) ∈ {a ∈ A : x∗a = z} для z ∈ x∗A. Для доведення того, що x−1F ∈ A◦B,
вiдмiтимо, що множина A′ =

⋃
z∈x−1A z ∗ Bxz належить A ◦ B i кожна точка

a′ ∈ A′ належить множинi z∗Bxz для деякого z ∈ x−1A. Тодi x∗a′ ∈ x∗z∗Bxz ⊂ F

i, отже, A 3 A′ ⊂ x−1F , звiдки випливає потрiбне включення x−1F ∈ A◦B. ¤

Знайдемо умови на бiнарну операцiю ∗ : X ×X → X, якi гарантують, що

множина
↔
G(X) є непорожньою. Через min GX = {X} i maxGX = {A ⊂ X : A 6=

∅} позначимо мiнiмальний i максимальний елементи ґратки G(X).

Твеpдження 4.4.4. Для магми (X, ∗) наступнi умови є еквiвалентними:

1) min GX ∈
↔
G(X);

2) max GX ∈
↔
G(X);

3) для кожних a, b ∈ X рiвняння a ∗ x = b має розв’язок x ∈ X.
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Доведення. (1) ⇒ (3) Припустимо, що min GX ∈
↔
G(X). Згiдно твер-

дження 4.4.1 для кожного a ∈ X з рiвностi ↑a ◦ {X} = {X} випливає, що для

кожного b ∈ X рiвняння a ∗ x = b має розв’язок.

(3) ⇒ (1) Якщо для кожних a, b ∈ X рiвняння a ∗ x = b має розв’язок,

то a ∗ X = X i, отже, F ◦ {X} = {X} для всiх F ∈ G(X). Звiдси випливає,

що {X} = min G(X) є правим нулем в G(X) i, отже, належить
↔
G(X) згiдно з

твердженням 4.4.1.

(2) ⇒ (3) Припустимо, що max G(X) ∈
↔
G(X) i розглянемо довiльнi еле-

менти a, b ∈ X. Оскiльки ↑a ◦maxG(X) = max G(X) 3 {b}, то iснує непорожня

множина Xa ∈ max G(X) з a ∗ Xa ⊂ {b}. Тодi довiльний елемент x ∈ Xa є

розв’язком рiвняння a ∗ x = b.

(3) ⇒ (2) Припустимо, що для кожних a, b ∈ X рiвняння a ∗ x = b має

розв’язок. Щоб показати рiвнiсть F ◦ maxG(X) = maxG(X), достатньо пе-

ревiрити, що maxG(X) ⊂ F ◦ max G(X). Розглянемо довiльну множину B ∈
max G(X) i довiльну множину F ∈ F . Для кожного a ∈ F знайдемо такий еле-

мент xa ∈ X, що a ∗ xa ∈ B. Тодi множини
⋃

a∈F a ∗ {xa} ⊂ B належать F ◦
max G(X), звiдки випливає потрiбне включення max G(X) ⊂ F ◦maxG(X). ¤

Аналогiчно одержуємо подiбний опис нулiв мiнiмального iдеалу напiвгру-

пи G◦(X) вiльних гiперпросторiв включення.

Твеpдження 4.4.5. Припустимо, що (X, ∗) є такою нескiнченною ма-

гмою, що для кожного b ∈ X iснує така скiнченна множина F ⊂ X, що для

кожного a ∈ X \ F множина a−1b = {x ∈ X : a ∗ x = b} є скiнченною i непоро-

жньою. Тодi

1) G◦(X) є замкненою пiдмагмою магми G(X);

2) G◦(X) є лiвим iдеалом G(X), при умовi, що для кожних a, b ∈ X мно-

жина a−1b є скiнченною;

3) множина
↔
G◦(X) =

↔
G(X)∩G◦(X) iнварiантних вiльних гiперпросторiв

включення є мiнiмальним iдеалом напiвгрупи G◦(X);
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4) множина
↔
G◦(X) є напiвгрупою правих нулiв магми G(X) i є замкне-

ною повною пiдґраткою ґратки G(X), iнварiантною вiдносно трансверсалi.

Зауваження 4.4.6. З тверджень 4.4.2 i 5.6.1 випливає, що мiнiмальнi

iдеали напiвгруп G(Z) i G◦(Z) є замкненими. На вiдмiну вiд цього, мiнiмальнi

iдеали напiвгруп β(Z) i β◦(Z) = β(Z) \ Z не є замкненими, див. [55, § 4.4].

4.5. Центр магми G(X)

В цьому пiдроздiлi ми опишемо структуру центра магми G(X) для кожної

квазiгрупи X.

Теоpема 4.5.1. Нехай X – квазiгрупа. Якщо гiперпростiр включення C ∈
G(X) комутує з екстремальними елементами max G(X) i min G(X) магми

G(X), то C є головним ультрафiльтром.

Доведення. Згiдно з твердженням 4.4.4, гiперпростори включення

max G(X) i min G(X) є правими нулями в G(X) i, отже, max G(X) ◦ C = C ◦
max G(X) = max G(X) i min G(X) ◦ C = C ◦ min G(X) = min G(X). Звiдси ви-

пливає, що для кожного b ∈ X ми маємо {b} ∈ maxG(X) = max G(X) ◦ C, тобто
a ∗ C ⊂ {b} для деякого C ∈ C i деякого a ∈ X. Оскiльки рiвняння a ∗ y = b

має єдиний розв’язок y ∈ X, то множина C є одноточковою, тобто C = {c}.
Залишається довести, що C збiгається з головним ультрафiльтром 〈c〉, поро-
дженим c. Припустивши протилежне, ми отримуємо, що X \ {c} ∈ C. За нашою

гiпотезою, рiвняння y ∗ c = c має єдиний розв’язок y0 ∈ X. Оскiльки рiвняння

y0 ∗ x = c має єдиний розв’язок x = c, то y0 ∗ (X \ {c}) ⊂ X \ {c}. Поклавши

Cx = {c} для всiх x ∈ X \ {y0} i Cx = X \ {c} для x = y0, ми одержуємо, що

X \ {c} ⊃ ⋃
x∈X x ∗ Cx ∈ min G(X) ◦ C = C ◦min G(X) = min G(X), – протирiч-

чя. ¤

Теоpема 4.5.2. Для квазiгрупи X центр магми G(X) збiгається з цен-

тром X.
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Доведення. Якщо гiперпростiр включення C належить до центру магми

G(X), то C є головним ультрафiльтром, породженим деякою точкою c ∈ X.

Оскiльки C комутує зi всiма головними ультрафiльтрами, то c комутує з всiма

елементами X i, отже, c належить до центру X.

Навпаки, якщо c ∈ X належить до центру квазiгрупи X, то для кожного

гiперпростору включення F ∈ G(X) одержуємо

c ◦ F = {c ∗ F : F ∈ F} = {F ∗ c : F ∈ F} = F ◦ c,

звiдки випливає, що (головний ультрафiльтр, породжений) c належить до цен-

тру магми G(X). ¤

Зауваження 4.5.3. Цiкаво вiдмiтити, що для довiльної групи X центр

напiвгрупи β(X) також збiгається з центром групи X, див. теорему 6.54 з [55].

4.6. Топологiчний центр G(X)

В цьому пiдроздiлi ми опишемо топологiчний центр магми G(X).

Оскiльки всi правi зсуви на G(X) є неперервними, то топологiчний центр

магми G(X) складається з усiх гiперпросторiв включення F з неперервними

лiвими зсувами lF .

Нагадаємо, що через G•(X) позначається множина гiперпросторiв вклю-

чення зi скiнченними носiями.

Теоpема 4.6.1. Для квазiгрупи X топологiчний центр магми G(X) збi-

гається з G•(X).

Доведення. Згiдно з твердженням 4.1.6, топологiчний центр Λ(GX) ма-

гми G(X) мiстить всi головнi ультрафiльтри i є пiдґраткою ґратки G(X). Таким

чином, Λ(GX) мiстить пiдґратку G•(X) ґратки G(X), породжену X.
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Далi, покажемо, що кожен гiперпростiр включення F ∈ Λ(GX) має скiн-

ченний носiй i, отже, належить до G•(X). За теоремою 3.7.1, це буде викону-

ватися як тiльки ми перевiримо, що обидва гiперпростори включення F i F⊥

мають бази, якi складаються зi скiнченних множин.

Розглянемо довiльну множину F ∈ F , оберемо довiльну точку e ∈ X, i

розглянемо гiперпростiр включення U = {U ⊂ X : e ∈ F ∗ U}. Оскiльки для

кожного f ∈ F рiвняння f ∗ u = e має розв’язок в X, то ми одержуємо, що

{e} ∈ F ◦U i за неперервнiстю лiвого зсуву lF , iснує такий вiдкритий окiл O(U)

елемента U , що {e} ∈ F ◦ A для всiх A ∈ O(U). Без втрати загальностi можна

вважати, що окiл O(U) є базовим, тобто

O(U) = U+
1 ∩ · · · ∩ U+

n ∩ V −
1 ∩ · · · ∩ V −

m

для деяких множин U1, . . . , Un ∈ U i V1, . . . , Vm ∈ U⊥. Розглянемо довiльну

скiнченну множину A ⊂ F−1e = {x ∈ X : e ∈ F ∗ x}, що перетинає кожну

множину Ui, i ≤ n, i розглянемо гiперпростiр включення A = 〈A〉⊥. Очевидно,

що A ∈ U+
1 ∩ · · · ∩ U+

n . Оскiльки для кожного елемента x ∈ F−1e множина {x}
є елементом гiперпростору включення U i Vj перетинає кожну множину U сiм’ї

U , то x ∈ Vj для кожного j ≤ m. З того, що кожна множина Vj , j ≤ m, мiстить

множину F−1e ⊃ A, ми одержуємо також, що A ∈ V −
1 ∩ · · · ∩ V −

m . Оскiльки

F◦A 3 {e}, то iснує така множина E ∈ F i сiм’я {Ax}x∈E ⊂ A, що
⋃

x∈E x∗Ax ⊂
{e}. Звiдси випливає, що множина E ⊂ eA−1 = {x ∈ X : ∃a ∈ A з xa = e} є

скiнченною. Ми стверджуємо, що E ⊂ F . Справдi, зафiксуємо довiльну точку

x ∈ E i знайдемо точку a ∈ A з x ∗ a = e. Оскiльки A ⊂ F−1e, то iснує точка

y ∈ F з e = y∗a. Отже, xa = ya i з того, що X є магмою з правими скороченнями

випливає, що x = y ∈ F . Таким чином, використовуючи неперервнiсть лiвого

зсуву lF , для кожного F ∈ F ми знайшли скiнченну множину E ∈ F з E ⊂ F .

Звiдси випливає, що F має базу зi скiнченних множин.

З неперервностi лiвого зсуву lF i твердження 4.1.2 випливає неперерв-

нiсть лiвого зсуву lF⊥ . Повторюючи попереднi аргументи, можна довести, що
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гiперпростiр включення F⊥ теж має базу зi скiнченних множин. Насамкiнець,

використовуючи теорему 3.7.1, одержуємо, що F ∈ G•(X). ¤

4.7. Скоротнi злiва елементи магми G(X)

В цьому пiдроздiлi ми охарактеризуємо скоротнi злiва елементи магми

G(X) над квазiгрупою X.

Теоpема 4.7.1. Нехай X – квазiгрупа. Гiперпростiр включення F ∈ G(X)

є скоротним злiва в магмi G(X) тодi i тiльки тодi, коли F є головним уль-

трафiльтром.

Доведення. Припустимо, що F є скоротним злiва в G(X). Спершу по-

кажемо, що F мiстить одноточкову множину. Припустивши протилежне, за-

фiксуємо довiльний елемент x0 ∈ X i вiдмiтимо, що F ∗ (X \ {x0}) = X для

кожного F ∈ F . Щоб довести, що ця рiвнiсть виконується, зафiксуємо довiль-

ний елемент a ∈ X, оберемо два рiзних елементи b, c ∈ F i знайдемо розв’язки

x, y ∈ X рiвнянь b ∗ x = a i c ∗ y = a. Оскiльки X з правими скороченнями,

то x 6= y. Таким чином, один з елементiв x чи y не дорiвнює x0. Якщо x 6= x0,

то a = b ∗ x ∈ F ∗ (X \ {x0}). Якщо y 6= x0, то a = c ∗ y ∈ F ∗ (X \ {x0}).
Далi, для гiперпростору включення U = 〈X \ {x0}〉 6= min G(X), одержуємо

F ◦U = min G(X) = F ◦min G(X), що суперечить вибору F як скоротного злiва

елемента магми G(X).

Отже, F мiстить деяку одноточкову множину {c}. Ми стверджуємо, що

F збiгається з головним ультрафiльтром, породженим c. Припустивши проти-

лежне, отримуємо X \ {c} ∈ F . Нехай A = 〈X \ {c}〉⊥ – гiперпростiр вклю-

чення, який складається з пiдмножин, що перетинають X \ {c}. Очевидно, що

A 6= max G(X). Ми стверджуємо, що F ◦ A = max G(X) = F ◦ maxG(X), що

суперечить скоротностi злiва F . Справдi, зафiксувавши довiльну одноточкову

множину {a} ∈ max G(X), розглянемо два випадки: якщо a 6= c ∗ c, то ми мо-

жемо знайти єдиний x ∈ X з c ∗ x = a. Оскiльки x 6= c, то {x} ∈ A i, отже,
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{a} = c ∗ {x} ∈ F ◦ A. Якщо a = c ∗ c, то для кожного y ∈ X \ {c} знайдемо

ay ∈ X з y ∗ ay = a i використовуємо скоротнiсть злiва в X, щоб одержати, що

ay 6= c i, отже, {ay} ∈ A. Тодi {a} =
⋃

y∈X\{c} y ∗ {ay} ∈ F ◦ A.
Таким чином, F = 〈c〉 є головним ультрафiльтром, що доводить необхi-

днiсть. Щоб довести достатнiсть, розглянемо довiльний головний ультрафiльтр

〈x〉, породжений елементом x ∈ X. Ми стверджуємо, що два гiперпростори

включення F ,U ∈ G(X) є рiвними за умови, що 〈x〉 ◦ F = 〈x〉 ◦ U . Справдi,
розглянемо довiльну множину F ∈ F i вiдмiтимо, що x ∗ F ∈ 〈x〉 ◦ F = 〈x〉 ◦ U
i, отже, x ∗ F = x ∗ U для деякого U ∈ U . З скоротностi злiва в X випливає,

що F = U ∈ U , звiдки F ⊂ U . Тими ж мiркуваннями перевiряємо включення

U ⊂ F . ¤

Зауваження 4.7.2. З теореми 4.7.1 випливає, що для злiченної абелевої

групи X множина скоротних злiва елементiв в G(X) збiгається з X. З iншого

боку, множина скоротних (злiва) елементiв β(X) мiстить вiдкриту всюди щiльну

пiдмножину напiвгрупи β◦(X), див. теорему 8.34 з [55].

4.8. Скоротнi справа елементи G(X)

Як ми бачили в попередньому пiдроздiлi, для довiльної квазiгрупи X ма-

гма G(X) мiстить тiльки тривiальнi скоротнi злiва елементи. Для скоротних

справа елементiв ситуацiя набагато цiкавiша. Спершу доведемо необхiдну умо-

ву правої скоротностi.

Твеpдження 4.8.1. Нехай X є магмою. Якщо гiперпростiр включення

F ∈ G(X) є скоротним справа в G(X), то iндексована множина {xF : x ∈ X} є
дискретною в G(X), в тому розумiннi, що кожен елемент xF має окiл O(xF),

що не мiстить iнших елементiв yF , де y ∈ X \ {x}.

Доведення. Скоротнiсть справа елемента F ∈ G(X) рiвносильна iн’є-

ктивностi правого зсуву rF : G(X) → G(X). Оскiльки G(X) мiстить β(X),

то звуження rF |β(X) : β(X) → G(X) є топологiчним вкладенням. Оскiльки
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простiр X ⊂ β(X) дискретний, то образ rF (X) = {xF : x ∈ X} теж є дискре-

тним. ¤

Далi, ми дамо достатнi умови скоротностi справа.

Твеpдження 4.8.2. Нехай X є магмою. Гiперпростiр включення F ∈
G(X) є скоротним справа в G(X), за умови, що iснує така сiм’я множин

{Sx}x∈X ⊂ F ∩F⊥, що xSx ∩ ySy = ∅ для довiльних рiзних елементiв x, y ∈ X.

Доведення. Припустимо, що A ◦ F = B ◦ F для двох гiперпросторiв

включення A,B ∈ G(X). Спершу покажемо, що A ⊂ B. Розглянемо довiльну

множину A ∈ A i вiдмiтимо, що множина
⋃

a∈A aSa належить до A◦F = B ◦F .

Таким чином, iснує така множина B ∈ B i сiм’я множин {Fb}b∈B ⊂ F , що
⋃

b∈B

bFb ⊂
⋃

a∈A

aSa.

З Sb ∈ F⊥ випливає, що Fb ∩ Sb є непорожньою для кожного b ∈ B.

Оскiльки множини aSa i bSb є неперетинними для рiзних a, b ∈ X, то з

включення
⋃

b∈B

b(Fb ∩ Sb) ⊂
⋃

b∈B

bFb ⊂
⋃

a∈A

aSa

випливає, що B ⊂ A i, отже, A ∈ B.
Аналогiчно можна довести, що B ⊂ A. ¤

З тверджень 4.8.1 i 4.8.2 випливає наступна характеризацiя скоротних

справа ультрафiльтрiв в G(X), що узагальнює вiдому характеризацiю скоро-

тних справа елементiв напiвгрупи β(X), див. [55, теор. 8.11].

Наслiдок 4.8.3. Нехай X є злiченною магмою. Для ультрафiльтра U на

X наступнi умови є рiвносильними:

1) U є скоротним справа в G(X);

2) U є скоротним справа в β(X);

3) iндексована множина {xU : x ∈ X} є дискретною в β(X);

4) iснує така iндексована сiм’я множин {Ux}x∈X ⊂ U , що для довiльних

рiзних x, y ∈ X зсуви xUx i y Uy є неперетинними.
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Цю характеризацiю можна використати, щоб показати, що для довiльної

злiченної групи X напiвгрупа β◦(X) вiльних ультрафiльтрiв мiстить вiдкри-

ту всюди щiльну пiдмножину скоротних справа ультрафiльтрiв, див. [55, теор.

8.10]. Виявляється, що схожий результат можна довести для напiвгрупи G◦(X).

Твеpдження 4.8.4. Для довiльної злiченної квазiгрупи X, магма G◦(X)

мiстить вiдкриту всюди щiльну пiдмножину скоротних справа вiльних гiпер-

просторiв включення.

Доведення. Нехай X = {xn : n ∈ ω} – iн’єктивна нумерацiя злiчен-

ної квазiгрупи X. Розглянемо вiльний гiперпростiр включення F ∈ G◦(X) i

його окiл O(F) в G◦(X). Нам потрiбно знайти непорожню вiдкриту множину

скоротних справа вiльних гiперпросторiв включення в O(F). Без обмеження

загальностi вважаємо, що окiл O(F) є базовим, тобто

O(F) = G◦(X) ∩ U+
0 ∩ · · · ∩ U+

n ∩ U−
n+1 ∩ · · · ∩ U−

m−1

для деяких множин U1, . . . , Um−1. Цi множини є нескiнченними, бо F – вiльний.

Ми збираємося побудувати таку нескiнченну множину C = {cn : n ∈ ω} ⊂ X,

що має нескiнченний перетин з множинами Ui, i < m, i для довiльних рiзних

x, y ∈ X перетин xC ∩ yC є скiнченним. Елементи ck, k ∈ ω, з яких складається

множина C обиратимемо за iндукцiєю так, щоб виконувалися наступнi умови:

• ck ∈ Uj , де j = k mod m;

• ck не належить скiнченнiй множинi

Fk = {z ∈ X : ∃i, j ≤ k ∃l < k (xiz = xjcl)}.

Очевидно, що побудована таким чином множина C = {ck : k ∈ ω} має

нескiнченний перетин з кожною множиною Ui, i < m. Оскiльки X з правими

скороченнями, то для довiльного i < j множина Zi,j = {z ∈ X : xiz = xjz}
є скiнченною. З вибору елементiв ck для k > j випливає, що xiC ∩ xjC ⊂
xi(Zi,j ∪ {cl : l ≤ j}) є скiнченною.

Далi, нехай C – вiльний гiперпростiр включення на X, породжений множи-

нами C i U0, . . . , Un. Очевидно, що C ∈ O(F) i C ∈ C∩C⊥. Розглянемо вiдкритий
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окiл

O(C) = O(F) ∩ C+ ∩ (C+)⊥

гiперпростору включення C в G◦(X).

Ми стверджуємо, що кожен гiперпростiр включення A ∈ O(C) є скоротним
справа в G(X). Це буде випливати з твердження 4.8.2 як тiльки ми побудуємо

таку сiм’ю множин {Ai}i∈ω ∈ A ∩ A⊥, що xiAi ∩ xjAj = ∅ для довiльних чисел

i < j. Множини Ai, i ∈ ω, можна визначити за формулою Ak = C \ Fk, де

Fk = {c ∈ C : ∃i < k таке, що xkc = xiC}

є скiнченною згiдно вибору множини C. ¤

4.9. Структура напiвгруп G(H) над скiнченними групами H

В пiдроздiлi 5.10 ми побачимо, що структурнi властивостi скiнченних на-

пiвгруп λ(Cn) мають нетривiальнi застосування для нескiнченних об’єктiв λ◦(Z)

i λ(Z). Це спостереження є мотивацiєю для бiльш детального вивчення просто-

рiв G(H) над скiнченими абелевими групами H.

Виявляється, що напiвгрупа G(Cn) є розщеплюваною для n ≤ 3 i не є

розщеплюваною для n = 5 (останнє випливає з нерозщеплюваностi напiвгру-

пи λ(C5), що доведено в пiдроздiлi 5.11). Отже, далi ми опишемо структуру

напiвгруп G(Cn) i їх трансверсальних напiвгруп T (Cn) для n ≤ 3.

Для групи X ототожнюємо елементи x ∈ X з ультрафiльтрами, що їх

породжують. Також ми вживаємо символи ∧ та ∨ для позначення ґраткових

операцiй ∩ та ∪ на G(X).

Напiвгрупа G(C2). Для циклiчної групи C2 = {e, a} ґратка G(C2) мiстить

чотири гiперпростори включення: e, a, e ∧ a, e ∨ a, i показана на рисунку:
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e a

e ∨ a

e ∧ a

Напiвгрупа G(C2) має єдину C2-трансверсальну напiвгрупу

T (C2) = {e ∧ a, e, e ∨ a}

з двома правими нулями: e ∧ a, e ∨ a i однiєю одиницею e. Ця напiвгрупа є

клiфордовою (i, отже, регулярною), але не є iнверсною (бо мiстить некомутуючi

iдемпотенти).

Напiвгрупа G(C3) над циклiчною групою C3 = {e, a, a−1} мiстить 18

елементiв:

a ∨ e ∨ a−1,

a ∨ a−1, a ∨ e, e ∨ a−1,

a ∨ (e ∧ a−1), e ∨ (a ∧ a−1), a−1 ∨ (a ∧ e),

a, e, a−1,

(a ∨ e) ∧ (a ∨ a−1) ∧ (e ∨ a−1),

a ∧ (e ∨ a−1), e ∧ (a ∨ a−1), a−1 ∧ (a ∨ e),

a ∧ a−1, a ∧ e, e ∧ a−1,

a ∧ e ∧ a−1

роздiлених на 8 орбiт по вiдношенню до дiї групи C3.

Напiвгрупа G(C3) має 9 рiзних C3-трансверсальних напiвгруп, одна з яких

подана на рисунку:
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T (C3)

a ∧ e ∧ a−1

a ∧ e

e ∧ (a ∨ a−1)

e (a ∨ e) ∧ (e ∨ a−1) ∧ (a ∨ a−1)

e ∨ (a ∧ a−1)

e ∨ a−1

a ∨ e ∨ a−1

Напiвгрупа G(C3) мiстить три iнварiантнi гiперпростори включення, якi є

правими нулями: a∧e∧a−1, a∨e∨a−1 i (a∨e)∧(e∨a−1)∧(a∨a−1). Крiм правих

нулiв G(C3) мiстить три iдемпотенти: e, e∨ (a∧ a−1) i e∧ (a∨ a−1). Елемент e є

одиницею напiвгрупи G(C3).

Повну iнформацiю про структуру C3-трансверсальної напiвгрупи T (C3)

(яка iзоморфна до фактор-напiвгрупи G(C3)/C3) можна одержати з таблицi

Келi

Таблиця 4.1

Таблиця Келi множення елементiв напiвгрупи T (C3) \ {e}

◦ x−3 x−2 x−1 x0 x1 x2 x3

x−3 x−3 x−3 x−3 x0 x0 x0 x3

x−2 x−3 x−3 x−2 x0 x0 x1 x3

x−1 x−3 x−3 x−1 x0 x0 x2 x3

x0 x−3 x−3 x0 x0 x0 x3 x3

x1 x−3 x−2 x0 x0 x1 x3 x3

x2 x−3 x−1 x0 x0 x2 x3 x3

x3 x−3 x0 x0 x0 x3 x3 x3



81

її лiнiйно впорядкованої пiднапiвгрупи T (C3) \ {e}, що мiстить 7 елементiв:

x−3 = e ∧ a ∧ a−1,

x−2 = e ∧ a,

x−1 = e ∧ (a ∨ a−1),

x0 = (e ∨ a) ∧ (e ∨ a−1) ∧ (a ∨ a−1),

x1 = e ∨ (a ∧ a−1),

x2 = e ∨ a,

x3 = e ∨ a ∨ a−1.

Зауваження 4.9.1. Дослiджуючи таблицю Келi, можна побачити, що на-

пiвгрупа G(C3) є регулярною, але не є клiфордовою (бо елемент x2 не груповий)

i не є iнверсною (оскiльки мiстить некомутуючi iдемпотенти).

Бiльше того, в пiдроздiлi 5.11 ми побачимо, що напiвгрупа G(C5) не є

регулярною.
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Висновки до роздiлу 4

В четвертому роздiлi ми вивчили деякi важливi властивостi напiвгрупо-

вої операцiї на G(S) i їх взаємозв’язок з ґратковою структурою G(S). Пока-

зано, що асоцiативна бiнарна операцiя, визначена на дискретному просторi S,

продовжується не тiльки на β(S), але також i на найменшу повну пiдґратку

G(S) ⊂ P(P(S)), породжену множиною β(S). Надiлений продовженою операцi-

єю, простiр гiперпросторiв включення G(S) стає суперкомпактною правотопо-

логiчною напiвгрупою, що мiстить β(S) як замкнену пiднапiвгрупу. Крiм β(S),

напiвгрупа G(S) мiстить багато iнших важливих пiдпросторiв як замкненi пiд-

напiвгрупи: суперрозширення λ(S) простору S, простiр Nk(S) k-зчеплених гi-

перпросторiв включення, простiр Fil(S) фiльтрiв на S (який мiстить iзоморфну

копiю степiнь-напiвгрупи Γ(S) напiвгрупи S), i т.д. Ми описали алгебраїчну та

алгебро-топологiчну структуру одержаних напiвгруп G(S). Зокрема доведено,

що гiперпростiр включення A ∈ G(S) є правим нулем в G(S) тодi i тiльки тодi,

коли A є iнварiантним в G(S). Описано мiнiмальний iдеал напiвгрупи G(S).

Показано, що множина
↔
G(S) всiх iнварiантних гiперпросторiв включення є за-

мкненою в G(S), є напiвгрупою правих нулiв напiвгрупи G(S) i повною пiдґра-

ткою ґратки G(S), яка iнварiантна вiдносно трансверсалi. Бiльше того, якщо
↔
G(S) є непорожньою, то вона є мiнiмальним iдеалом в G(S). Множина

↔
G(S) є

непорожньою, якщо для кожних a, b ∈ S рiвняння a ∗x = b має розв’язок x ∈ S.

В цьому роздiлi описано також (топологiчнi) центри напiвгруп G(S). Зокре-

ма доведено, що для групи S центр напiвгрупи G(S) збiгається з центром S.

Цiкаво вiдмiтити, що для довiльної групи S центр напiвгрупи β(S) також збi-

гається з центром групи S, див. теорему 6.54 з [55]. Для групи S топологiчний

центр напiвгрупи G(S) збiгається з множиною G•(S) всiх гiперпросторiв вклю-

чення зi скiнченними носiями.

Важливими результатами даного роздiлу є повне описанння скоротних

злiва елементiв напiвгруп G(S), а також виявлення нетривiальних скоротних

справа елементiв. Зокрема, для групи S отримано наступнi результати. Гiпер-
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простiр включення F ∈ G(S) є скоротним злiва в напiвгрупi G(S) тодi i тiльки

тодi, коли F є головним ультрафiльтром. З iншого боку, множина скоротних

(злiва) елементiв β(S) мiстить вiдкриту всюди щiльну пiдмножину напiвгрупи

β◦(S) вiльних ультрафiльтрiв, див. теорему 8.34 з [55]. Гiперпростiр включення

F ∈ G(S) є скоротним справа в G(S), за умови, що iснує така сiм’я множин

{Sx}x∈S ⊂ F ∩ F⊥, що xSx ∩ ySy = ∅ для довiльних рiзних елементiв x, y ∈ S.

Iз цього результату в наслiдку 4.8.3 ми виводимо характеризацiю скоротних

справа ультрафiльтрiв в G(S), що узагальнює вiдому характеризацiю скоро-

тних справа елементiв напiвгрупи β(S), див. [55, теор. 8.11], iз якої випливає,

що для довiльної злiченної групи S напiвгрупа β◦(S) вiльних ультрафiльтрiв

мiстить вiдкриту всюди щiльну пiдмножину скоротних справа ультрафiльтрiв,

див. [55, теор. 8.10]. Виявляється, що схожий результат справедливий також i

для напiвгрупи G◦(S): для довiльної злiченної групи S, напiвгрупа G◦(S) мi-

стить вiдкриту всюди щiльну пiдмножину скоротних справа вiльних гiперпро-

сторiв включення.
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РОЗДIЛ 5

АЛГЕБРА В СУПЕРРОЗШИРЕННЯХ ГРУП

П’ятий роздiл присвячений вивченню структури напiвгруп λ(G) макси-

мальних зчеплених систем на групах G.

5.1. Самозачепленi множини в групах

У цьому пiдроздiлi ми вивчаємо самозачепленi множини в групах. За озна-

ченням, пiдмножина A групи G називається самозачепленою, якщо A ∩ xA 6= ∅
для кожного елемента x ∈ G. Це поняття можна визначити в бiльш загальному

контекстi G-просторiв.

Пiдмножина A ⊂ X G-простору X називається самозачепленою, якщо

A ∩ gA 6= ∅ для всiх g ∈ G. Легко бачити, що пiдмножина A ⊂ G групи G є

самозачепленою тодi i тiльки тодi, коли AA−1 = G.

Для G-простору X через sl(X) позначимо найменшу потужнiсть |A| само-
зачепленої пiдмножини A ⊂ X. Деякi нижнi i верхнi оцiнки для sl(G) одержуємо

в наступному твердженнi.

Для дiйсного числа x покладемо

dxe = min{n ∈ Z : n ≥ x} i bxc = max{n ∈ Z : n ≤ x}.

Твеpдження 5.1.1. Нехай G – скiнченна група i H є пiдгрупою групи G.

Тодi

1) sl(G) ≥ (1 +
√

4|G| − 3)/2;

2) sl(G) ≤ sl(H) · sl(G/H) ≤ sl(H) · d(|G/H|+ 1)/2e.
3) sl(G) < |H|+ |G/H|.

Доведення. 1. Зафiксуємо довiльну самозачеплену множину A ⊂ G по-

тужностi |A| = sl(G) i розглянемо сюр’єктивне вiдображення f : A×A → G, f :

(x, y) 7→ xy−1. Оскiльки f(x, y) = xy−1 = e для всiх (x, y) ∈ ∆A = {(x, y) ∈ A2 :
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x = y}, то ми одержуємо, що |G| = |G\{e}|+1 ≤ |A2\∆A|+1 = sl(G)2−sl(G)+1,

звiдки i випливає нерiвнiсть sl(G) ≥ (1 +
√

4|G| − 3)/2.

2a. Нехай H є пiдгрупою групи G. Розглянемо самозачепленi множини

A ⊂ H i B ⊂ G/H = {xH : x ∈ G} потужностей |A| = sl(H) i |B| = sl(G/H).

Зафiксуємо таку довiльну пiдмножину B ⊂ G, що |B| = |B| i {xH : x ∈ B} =

B. Ми стверджуємо, що множина C = BA є самозачепленою. Зафiксувавши

довiльний x ∈ G доведемо, що перетин C ∩ xC є непорожнiм. Оскiльки B є

самозачепленою, то перетин B ∩ xB мiстить множину bH = xb′H для деяких

b, b′ ∈ B. Звiдси випливає, що b−1xb′ ∈ H = AA−1. Остання рiвнiсть випливає з

того факту, що множина A ⊂ H є самозачепленою в H. Таким чином, b−1xb′ =

a′a−1 для деяких a, a′ ∈ A. Тодi xC 3 xb′a = ba′ ∈ C i, отже, C ∩ xC 6= ∅. З
самозачепленостi C випливає шукана верхня оцiнка

sl(G) ≤ |C| ≤ |A| · |B| = sl(H) · sl(G/H).

2b. Далi, ми покажемо, що sl(G/H) ≤ d(|G/H|+1)/2e. Розглянемо довiль-

ну множину A ⊂ G/H потужностi |A| = d(|G/H| + 1)/2e i вiдмiтимо, що |A| >

|G/H|/2. Тодi для кожного x ∈ G зсув xA має потужнiсть |xA| = |A| > |G/H|/2.

Оскiльки |A|+ |xA| > |G/H|, то множини A i xA перетинаються. Таким чином,

A є самозачепленою i sl(G/H) ≤ |A| = d(|G/H|+ 1)/2e.

3. Оберемо таку пiдмножину B ⊂ G потужностi |B| = |G/H|, що BH = G

i вiдмiтимо, що множина A = H ∪ B є самозачепленою i має потужнiсть |A| ≤
|H|+ |B| − 1 (оскiльки B ∩H є одноточковим). ¤

Теоpема 5.1.2. Для скiнченної групи G

(i) sl(G) = d(|G|+ 1)/2e > |G|/2 тодi i тiльки тодi, коли G є iзоморфною

до однiєї з груп: C1, C2, C3, C4, C2 × C2, C5, D6, (C2)3;

(ii) sl(G) = |G|/2 тодi i тiльки тодi, коли G є iзоморфною до однiєї з груп:

C6, C8, C4 × C2, D8, Q8.
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Доведення. I. Спершу доведемо нерiвнiсть sl(G) < |G|/2 для всiх груп

G, не iзоморфних до груп, якi згадуються в пунктах (i), (ii). Зафiксувавши

таку групу G, нам слiд знайти таку самозачеплену пiдмножину A ⊂ G, що

|A| < |G|/2.

Розглянемо 9 випадкiв.

1) G мiстить пiдгрупу H порядку |H| = 3 i iндексу |G/H| = 3. Тодi sl(H) =

2 i ми, використовуючи твердження 5.1.1(2), одержуємо нерiвностi

sl(G) ≤ sl(H) · sl(G/H) ≤ 2 · 2 < 9/2 = |G|/2.

2) |G| /∈ {9, 12, 15} i G мiстить пiдгрупу H порядку n = |H| ≥ 3 i iндексу

m = |G/H| ≥ 3. В цьому випадку n + m− 1 < nm/2 i sl(G) ≤ |H|+ |G/H| − 1 =

n + m− 1 < nm/2 за твердженням 5.1.1(3).

3) G є циклiчною порядку n = |G| ≥ 9. Зафiксувавши твiрний елемент a

групи G, побудуємо послiдовнiсть (xi)2≤i≤n/2, поклавши x2 = a0, x3 = a, x4 =

a3, x5 = a5, i xi = xi−1a
i для 5 < i ≤ n/2. Тодi множина A = {xi : 2 ≤ i ≤ n/2}

має потужнiсть |A| < n/2 i є самозачепленою.

4) G є циклiчною порядку |G| = 7. Зафiксувавши твiрний елемент a групи

G вiдмiтимо, що A = {e, a, a3} є 3-елементною самозачепленою пiдмножиною i,

отже, sl(G) ≤ 3 < |G|/2.

5) G мiстить циклiчну пiдгрупу H ⊂ G простого порядку |H| ≥ 7. За

двома попереднiми пунктами, sl(H) < |H|/2 i, отже, sl(G) ≤ sl(H) · sl(G/H) <

|H|
2 · |G||H| = |G|/2.

6) |G| > 6 i |G| /∈ {8, 10, 12}. Якщо |G| є простим або |G| = 15, то G є

циклiчною порядку |G| ≥ 7 i, отже, sl(G) < |G|/2 за пунктами (3), (4). Якщо

|G| = 2p для деякого простого числа p, то G мiстить циклiчну пiдгрупу порядку

p ≥ 7 i, таким чином, sl(G) < |G|/2 згiдно пункту (5). Якщо |G| = 4n для

деякого n ≥ 4, то за теоремою Силова (див. [15, ст. 74]), G мiстить пiдгрупу

H ⊂ G порядку |H| = 4 i iндексу |G/H| ≥ 4. Тодi sl(G) < |G|/2 згiдно пункту

(2). Якщо вищезгаданi умови не виконуються, то |G| = nm 6= 15 для деяких
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непарних чисел n, m ≥ 3 i, використовуючи пункти (1) i (2), робимо висновок,

що sl(G) < |G|/2.

7) Якщо |G| = 8, то G є iзоморфною до однiєї з груп: C8, C2×C4, (C2)3, D8,

Q8. Всi цi групи згадуються в пунктах (i), (ii) i, отже, виключаються з нашого

розгляду.

8) Якщо |G| = 10, то G є iзоморфною до C10 або D10. Якщо G iзоморфна

до C10, то sl(G) < |G|/2 згiдно з пунктом (3). Якщо G iзоморфна до D10, то

G мiстить такий елемент a порядку 5 i елемент b порядку 2, що bab−1 = a−1.

Легко перевiрити, що 4-елементна множина A = {e, a, b, ba2} є самозачепленою

i, отже, sl(G) ≤ 4 < |G|/2.

9) В цьому пунктi розглядатимемо групи G порядку |G| = 12. Вiдомо1, що

з точнiстю до iзоморфiзму iснує 5 груп порядку 12: циклiчна група C12, пряма

сума двох циклiчних груп C6⊕C2, дiедральна група D12, знакозмiнна група A4,

i напiвпрямий добуток C3oC4, тобто група виду 〈a, b | a4 = b3 = 1, aba−1 = b−1〉.
Якщо G є iзоморфною до C12, C6 ⊕ C2 чи A4, то G мiстить нормальну

4-елементну пiдгрупу H. За теоремами Силова, G мiстить також елемент a

порядку 3. Взявши до уваги, що a2 /∈ H i Ha−1 = a−1H, робимо висновок, що

5-елементна множина A = {a}∪H є самозачепленою i, отже, sl(G) ≤ 5 < |G|/2.

Якщо G iзоморфна до C3 o C4, то G мiстить нормальну пiдгрупу H по-

рядку 3 i такий елемент a ∈ G, що a2 /∈ H. Вiдмiтимо, що 5-елементна множина

A = H ∪ {a, a2} є самозачепленою. Справдi, AA−1 ⊃ H ∪ aH ∪ a2H ∪Ha−1 = G.

Таким чином, sl(G) ≤ 5 < |G|/2.

Насамкiнець, розглянемо випадок дiедральної групи D12. Вона мiстить

елемент a, що породжує циклiчну пiдгрупу порядку 6 i такий елемент b поряд-

ку 2, що bab−1 = a−1. Розглянемо 5-елементну множину A = {e, a, a3, b, ba} i

вiдмiтимо, що AA−1 = {e, a, a3, b, ba} · {e, a5, a3, b, ba} = G. Звiдси i випливає

шукана нерiвнiсть sl(G) ≤ 5 < 6 = |G|/2.

1Див. сайт http://mathworld.wolfram.com/FiniteGroup.html
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Таким чином, ми закiнчили доведення нерiвностi sl(G) < |G|/2 для всiх

груп, що не розглядаються в пунктах (i),(ii) теореми.

II. Далi, доведемо пункт (i).

З нижньої оцiнки в твердженнi 5.1.1(1) випливає, що sl(G) = d(|G| +

1)/2e > |G|/2 для всiх груп G порядку |G| ≤ 5.

Залишається перевiрити, що sl(G) > |G|/2, якщо G iзоморфна до D6 або

(C2)3. Спершу розглянемо випадок G = D6. В цьому випадку G мiстить нор-

мальну 3-елементну пiдгрупу T . Припустивши, що sl(G) ≤ |G|/2 = 3, знайдемо

самозачеплену 3-елементну пiдмножину A. Без втрати загальностi, можемо вва-

жати, що нейтральний елемент e групи G належить до A (в iншому випадку

замiнюємо A потрiбним зсувом xA). Взявши до уваги, що AA−1 = G, одержу-

ємо, що A 6⊂ T i, отже, ми можемо знайти елемент a ∈ A \ T . Цей елемент має

порядок 2. Третiй елемент множини A позначимо через b. Тодi

AA−1 = {e, a, b} · {e, a, b−1} = {e, a, b, a, e, ba, b−1, ba, e} 6= G,

що є суперечнiстю.

Припустимо тепер, що G iзоморфна до (C2)3. В цьому випадку G є 3-

вимiрним лiнiйним простором над полем C2. Припустивши, що sl(A) ≤ 4 =

|G|/2, знайдемо 4-елементну самозачеплену множину A ⊂ G. Замiнюючи A по-

трiбним зсувом, ми можемо вважати, що A мiстить нейтральний елемент e гру-

пи G. Оскiльки AA−1 = G, то множина A мiстить три лiнiйно незалежнi точки

a, b, c. Тодi

AA−1 = {e, a, b, c} · {e, a, b, c} = {e, a, b, c, ab, ac, bc} 6= G,

що суперечить вибору множини A.

III. Насамкiнець, доведемо рiвнiсть sl(G) = |G|/2 для груп, що згадуються

в пунктi (ii).

Якщо G = C6, то згiдно з твердженням 5.1.1(1) sl(G) ≥ 3. З другого

боку, ми можемо перевiрити, що для довiльного твiрного елемента a групи G
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3-елементна пiдмножина A = {e, a, a3} є самозачепленою в G, звiдки i випливає,

що sl(G) = 3 = |G|/2.

Якщо |G| = 8, то sl(G) ≥ 4 згiдно з твердженням 5.1.1(1).

Якщо G є циклiчною порядку 8 i a є твiрним елементом G, то множина

A = {e, a, a3, a4} є самозачепленою i, отже, sl(C8) = 4.

Якщо G iзоморфна до C4⊕C2, то G мiстить два комутуючi твiрнi елементи

a, b, причому a4 = b2 = 1. Легко перевiрити, що множина A = {e, a, a2, b} є

самозачепленою i, отже, sl(C4 ⊕ C2) = 4.

Якщо G iзоморфна до дiедральної групи D8, то G породжується двома

елементами a, b, що зв’язанi спiввiдношеннями a4 = b2 = 1 i bab−1 = a−1. Легко

перевiрити, що 4-елементна множина A = {e, a, b, ba2} є самозачепленою.

Якщо G iзоморфна до групи кватернiонiв Q8 = {±1,±i,±j,±k}, то кожен

може перевiрити, що 4-елементна множина A = {−1, 1, i, j} є самозачепленою i,

отже, sl(Q8) = 4. ¤

Наступне твердження доповнює теорему 5.1.2 обчисленням значення sl(G)

для всiх груп G потужностi |G| ≤ 13.

Твеpдження 5.1.3. Число sl(G) для груп G потужностi |G| ≤ 13 можна

знайти з таблицi:

G C2 C3 C5 C4 C2 ⊕ C2 C6 D6 C8 C2 ⊕ C4 D8 Q8 C3
2

sl(G) 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4 4 5

G C7 C11 C13 C9 C3 ⊕ C3 C10 D10 C12 C2 ⊕ C6 D12 A4 C3 o C4

sl(G) 3 4 4 4 4 4 4 4 5 5 5 5

Доведення. Для груп G порядку |G| ≤ 10 значення sl(G) однозначно ви-

значається з допомогою нижньої оцiнки sl(G) ≥ 1+
√

4|G|−3

2 з твердження 5.1.1(1)

i верхньої оцiнки з теореми 5.1.2. Залишається розглянути групи G порядку

11 ≤ |G| ≤ 13.

1. Якщо G є циклiчною порядку 11 або 13, то розглянувши твiрний еле-

мент a групи G, легко перевiрити, що 4-елементна множина A = {e, a4, a5, a7} є

самозачепленою, звiдки i випливає, що sl(G) = 4.
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2. Якщо G є циклiчною порядку 12, то, зафiксувавши твiрний елемент a

групи G, кожен може перевiрити, що 4-елементна пiдмножина A = {e, a, a3, a7}
є самозачепленою i, отже, sl(G) = 4.

Залишається розглянути всi iншi групи порядку 12. Теорема 5.1.2 дає верх-

ню оцiнку sl(G) ≤ 5. Отже, нам потрiбно показати, що sl(G) > 4 для всiх неци-

клiчних груп G порядку |G| = 12.

3. Якщо G iзоморфна до C6⊕C2 або A4, то G мiстить нормальну пiдгрупу

H, iзоморфну до C2 ⊕ C2. Припустивши, що sl(G) = 4, знайдемо 4-елементну

самозачеплену пiдмножину A ⊂ G. Оскiльки AA−1 = G, то ми можемо знайти

такий зсув xA множини A, що xA ∩H мiстить нейтральний елемент e групи G

i деякий iнший елемент a групи H. Замiнивши A зсувом xA, можемо вважати,

що e, a ∈ A. Оскiльки A 6⊂ H, то iснує точка b ∈ A \H. Оскiльки фактор-група

G/H має порядок 3, то bH ∩Hb−1 = ∅.
Стосовно вибору четвертого елемента c ∈ A\{e, a, b} є три можливостi: c ∈

H, c ∈ b−1H, i c ∈ bH. Якщо c ∈ H, то bH = bH∩AA−1 = b(A∩H)−1 складається

з 3 елементiв – суперечнiсть. Якщо c ∈ b−1H, то H = H ∩ AA−1 = {e, a}, що

є абсурдом. Отже, c ∈ bH i c = bh для деякого h ∈ H. Оскiльки h = h−1,

то одержуємо, що cb−1 = bhb−1 = bh−1b−1 = bc−1. Тодi H = H ∩ AA−1 =

{e, a, cb−1, bc−1} має потужнiсть |H| = |{e, a, cb−1 = bc−1}| ≤ 3 i ми приходимо

до протирiччя. Цiєю суперечнiстю i закiнчується доведення нерiвностi sl(G) > 4

для груп C6 ⊕ C2 i A4.

4. Припустимо, що G є iзоморфною до дiедральної групи D12. Тодi G

мiстить нормальну циклiчну пiдгрупу H порядку 6, i для кожного b ∈ G \ H

i a ∈ H одержуємо, що b2 = e i bab−1 = a−1. Припустивши, що sl(D12) = 4,

ми можемо знайти 4-елементну самозачеплену пiдмножину A ⊂ G. Нехай a –

твiрний елемент групи H. Оскiльки a ∈ AA−1 = G, то ми можемо знайти такi

два елементи x, y ∈ A, що a = xy−1. Тодi зсув Ay−1 мiстить e i a. Замiнивши

A зсувом Ay−1, якщо потрiбно, ми можемо вважати, що e, a ∈ A. Оскiльки

A 6⊂ H, то iснує елемент b ∈ A \H. Для вибору 4 елемента c ∈ A \ {e, a, b} є двi
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можливостi: c ∈ H i c /∈ H. Якщо c ∈ H, то множина AH = A ∩ H = {e, a, c}
мiстить три елементи i дорiвнює множинi bA−1

H b−1, звiдки випливає, що bA−1
H =

AHb−1 = bA−1
H ∪AHb−1 = AA−1 ∩ bH = bH. Це не може виконуватися, оскiльки

|H| = 4 > 3 = |bA−1
H |. Тодi c ∈ bH i, отже, H = H ∩AA−1 = {e, a, a−1, bc−1, cb−1}

– суперечнiсть, бо |H| = 6 > 5.

5. Припустимо, що G iзоморфна до напiвпрямого добутку C3 o C4 i, от-

же, має вигляд 〈a, b | a4 = b3 = 1, aba−1 = b−1〉. Тодi циклiчна пiдгрупа H,

яка породжується елементом b є нормальною в G i фактор-група G/H є циклi-

чною порядку 4. Припустивши, що sl(G) = 4, розглянемо довiльну 4-елементну

самозачеплену пiдмножину A ⊂ G.

Замiнивши множину A потрiбним зсувом, можемо вважати, що e, b ∈ A.

Оскiльки A 6⊂ H, то iснує елемент c ∈ A \ H. Ми стверджуємо, що четвертий

елемент d ∈ A \ {e, b, c} не належить до H ∪ cH ∪ c−1H. В iншому випадку,

AA−1 ⊂ H ∪ cH ∪ c−1H 6= G. Звiдси випливає, що один з елементiв, наприклад,

c належить множинi a2H, а iнший до aH або a−1H. Без втрати загальностi

можемо вважати, що d ∈ aH. Тодi c = a2bi, d = abj для деяких i, j ∈ {−1, 0, 1}.
Таким чином,

aH = aH∩AA−1 = {d, db−1, cd−1} = {abj , abj−1, a2bi−ja−1} = {abj , abj−1, abj−i},

звiдки випливає, що i = −1 i, отже, c = a2b−1. В цьому випадку ми одержуємо

суперечнiсть, дивлячись на наступнi рiвностi

a2H ∩AA−1 = {c, cb−1, c−1, bc−1} = {a2b−1, a2b−2, ba2, b2a2} 63 a2.

¤

5.2. Максимальнi iнварiантнi зчепленi системи

В цьому пiдроздiлi ми вивчатимемо (максимальнi) iнварiантнi зчепленi

системи на групах.
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В пiдроздiлi 5.3 ми покажемо, що властивiсть iнварiантностi максималь-

ної зчепленої системи L ∈ λ(G) є дуже сильною i вимагає вiд L бути правим

нулем напiвгрупи λ(G). Такi максимальнi зчепленi системи iснують тiльки на

так званих непарних групах.

З другого боку, максимальнi iнварiантнi зчепленi системи iснують на ко-

жнiй групi. Гiперпростiр включення A на групi X є iнварiантним тодi i тiльки

тодi, коли xA = A для всiх x ∈ X. Множина всiх iнварiантних гiперпросторiв

включення на X позначається через
↔
G(X). Згiдно з твердженнями 4.4.2 i 4.4.3,

↔
G(X) є замкненою напiвгрупою правих нулiв G(X), що збiгається з мiнiмальним

iдеалом напiвгрупи G(X).

Через
↔
N2(X) = N2(X) ∩

↔
G(X) позначимо множину всiх iнварiантних зче-

плених систем на X i через
↔
λ(X) = max

↔
N2(X) – сiм’ю всiх максимальних

елементiв в
↔
N2(X). Сiм’я

↔
λ(X) непорожня, бо за лемою Цорна, кожен iнва-

рiантний зчеплений гiперпростiр включення (зокрема, {X}) продовжується до

максимального iнварiантного зчепленого гiперпростору включення. Елементи
↔
λ(X) називаються максимальними iнварiантними зчепленими системами.

Твеpдження 5.2.1. Для кожної максимальної iнварiантної зчепленої

системи L0 на групi G множина

↑L0 = {L ∈ λ(G) : L ⊃ L0}

є лiвим iдеалом в λ(G).

Доведення. Нехай A,B ∈ λ(G) – максимальнi зчепленi системи i L0 ⊂ B.
Тодi для кожної пiдмножини L ∈ L0 маємо, що

L =
⋃

x∈G

x(x−1L) ∈ A ◦ L0 ⊂ A ◦ B

звiдки випливає, що L0 ⊂ A ◦ B. ¤

Вiдмiтимо, що L0 ⊂ L = L⊥ ⊂ L⊥0 для кожної L ∈ ↑L0. Наступна теорема

показує, що рiзниця L⊥0 \ L0 (i, отже, L \ L0) є порiвняно малою (для групи

G = Z вона злiченна!).
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Теоpема 5.2.2. Якщо L0 є максимальною iнварiантною зчепленою си-

стемою на абелевiй групi G, то для кожної пiдмножини A ∈ L⊥0 \ L0 iснує

така точка x ∈ G, що xA = G \A i, отже, A = x2A.

Доведення. Зафiксуємо пiдмножину A ∈ L⊥0 \ L0. Ми стверджуємо, що

aA ∩A = ∅ (5.2.1)

для деякого a ∈ G. Припустивши протилежне, ми б одержали, що сiм’я {xA :

x ∈ G} є зчепленою i тому iнварiантною зчепленою системою є L0∪{xA : x ∈ G},
яка строго мiстить L0. Це неможливо, оскiльки L0 – максимальна.

Далi, знайдемо b ∈ G, для якого

A ∪ bA = G. (5.2.2)

Припустивши, що такої точки b не iснує, ми отримаємо, що для кожних x, y ∈ G

об’єднання yA ∪ xA 6= G. Тодi (G \ xA) ∩ (G \ yA) = G \ (xA ∪ yA) 6= ∅, звiдки
слiдує, що сiм’я {G \ xA : x ∈ G} є зчепленою i iнварiантною. Ми стверджуємо,

що G\A ∈ L⊥0 . Припустивши протилежне, ми б одержали, що G\A не перетинає

деякої множини L ∈ L0. Тодi L ⊂ A i, отже, A ∈ L0, чого не може бути. Таким

чином G\A ∈ L⊥0 i, отже, {G\xA : x ∈ G} ⊂ L⊥0 , бо L⊥0 є iнварiантною. Оскiльки

L0 ∪ {G \ xA : x ∈ G} є iнварiантною зчепленою системою, що мiстить L0, то

максимальнiсть L0 гарантує, що G \A ∈ L0 i одержуємо суперечнiсть з A ∈ L⊥0 .
Насамкiнець, покажемо, що G \ A = aA = bA. Вiдмiтимо, що з (5.2.1) i

(5.2.2) випливає aA ⊂ bA i, отже, A ⊂ a−1bA. З другого боку, (5.2.1) i (5.2.2)

є еквiвалентними до рiвностей a−1A ∩ A = ∅ i b−1A ∪ A = G, звiдки випливає,

що a−1A ⊂ b−1A i, отже, ba−1A ⊂ A. Об’єднавши це включення з A ⊂ a−1bA =

ba−1A, одержуємо, що ba−1A = A i, отже, bA = aA. Тепер, дивлячись на (5.2.1)

i (5.2.2), бачимо, що G \A = aA = bA. ¤

Теоpема 5.2.3. Для кожної групи X множина
↔
λ(X) є непорожньою

замкненою напiвгрупою правих нулiв напiвгрупи G(X).
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Доведення. З того, що
↔
G(X) є напiвгрупою правих нулiв (див. твердже-

ння 4.4.2) i
↔
λ(X) ⊂

↔
G(X) випливає, що

↔
λ(X) теж є напiвгрупою правих нулiв.

З леми Цорна випливає, що кожну iнварiантну зчеплену систему на X

(зокрема, {X}) можна продовжити до максимальної iнварiантної зчепленої си-

стеми на X. Звiдси випливає, що множина
↔
λ(X) є непорожньою. Далi, покаже-

мо, що пiднапiвгрупа
↔
λ(X) є замкненою в G(X). Оскiльки множина

↔
N2(X) =

N2(X)∩
↔
G(X) є замкненою в G(X), то досить показати, що

↔
λ(X) є замкненою в

↔
N2(X). Розглянемо довiльну iнварiантну зчеплену систему L ∈

↔
N2(X) \

↔
λ(X).

Оскiльки зчеплена система L не є максимальною iнварiантною, то її можна

продовжити до максимальної iнварiантної зчепленої системи M, що мiстить

пiдмножину B ∈ M \ L. Оскiльки M 3 B є iнварiантною, то система {xB :

x ∈ X} ⊂ M є зчепленою. Вiдмiтимо, що з B /∈ L i B ∈ M ⊃ L випливає, що

X \ B ∈ L⊥ i B ∈ L⊥. Ми стверджуємо, що O(L) = B− ∩ (X \ B)− ∩
↔
N2(X)

є околом L в
↔
N2(X), що не перетинає множину

↔
λ(X). Справдi, для довiльно-

го A ∈ O(L), одержуємо, що A є такою iнварiантною зчепленою системою, що

B ∈ A⊥. Вiдмiтимо, що для кожного x ∈ X i A ∈ A одержуємо, що x−1A ∈ A
за iнварiантнiстю A i, отже, множина B ∩ x−1A i ї ї зсув xB ∩A є непорожнiми.

Звiдси випливає, що xB ∈ A⊥ для кожного x ∈ X. Тодi максимальна зчеплена

система, породжена A ∪ {xB : x ∈ X}, є iнварiантним зчепленим продовже-

нням A, звiдки випливає, що A не є максимальною iнварiантною зчепленою

системою. ¤

Далi, ми обчислимо потужнiсть
↔
λ(X).

Теоpема 5.2.4. Для довiльної нескiнченної групи X напiвгрупа
↔
λ(X) має

потужнiсть |
↔
λ(X)| = 22|X| .

Доведення. Верхня оцiнка |
↔
λ(X)| ≤ 22|X| випливає з ланцюжка вклю-

чень:
↔
λ(X) ⊂ G(X) ⊂ P(P(X)).

Доведемо, що |
↔
λ(X)| ≥ 22|X| . Нехай |X| = κ i X = {xα : α < κ} – iн’єктив-

на нумерацiя групи X такими ординалами < κ, що x0 є нейтральним елементом
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групи X. Для кожного α < κ покладемо Bα = {xβ , x−1
β : β < α}. За трансфiнi-

тною iндукцiєю, оберемо таку трансфiнiтну послiдовнiсть (aα)α<κ, що a0 = x0

i

aα /∈ B−1
α BαA<α,

де A<α = {aβ : β < α}.
Розглянемо множину A = {aα : α < κ}. Згiдно з [55, теор. 3.58], множина

Uκ(A) всiх κ-рiвномiрних ультрафiльтрiв на A має потужнiсть |Uκ(A)| = 22κ

.

Нагадаємо, що ультрафiльтр U називається κ-рiвномiрним, якщо для кожної

множини U ∈ U i кожної пiдмножини K ⊂ U потужностi |K| < κ множина

U \K теж належить до U .
Кожному κ-рiвномiрному ультрафiльтру U ∈ Uκ(A) спiвставимо iнварiан-

тний фiльтр FU =
⋂

x∈X xU . Цей фiльтр можна продовжити до максимальної

iнварiантної зчепленої системи LU . Ми стверджуємо, що LU 6= LV для двох рi-

зних κ-рiвномiрних ультрафiльтрiв U ,V на A. Справдi, оскiльки U 6= V то iснує

така множина U ⊂ A, що U ∈ U i U /∈ V. Нехай V = A \ U . Оскiльки U , V є

κ-рiвномiрними, то |U | = |V | = κ.

Для кожного α < κ розглянемо множини Uα = {aβ ∈ U : β > α} ∈ U i

Vα = {aβ ∈ V : β > α} ∈ V.
Легко бачити, що

FU =
⋃

α<κ

xαUα ∈ FU i FV =
⋃

α<κ

xαVα ∈ FV .

Покажемо, що FU∩FV = ∅. В iншому випадку iснували б такi два ординали

α, β i точки u ∈ Uα, v ∈ Vβ , що xαu = xβv. З u 6= v випливає, що α 6= β. Запишемо

точки u, v як u = aγ i v = aδ для деяких γ > α i δ > β. Ми одержуємо рiвнiсть

xαaγ = xβaδ. З нерiвностi u 6= v випливає, що γ 6= δ. Без втрати загальностi,

припустимо, що δ > γ. Тодi

aδ = x−1
β xαaγ ∈ B−1

δ BδA<δ,

що суперечить вибору aδ.
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Таким чином, FU ∩ FV = ∅. Взявши до уваги, що зчепленi системи LU ⊃
FU 3 FU i LV ⊃ FV 3 FV мiстять диз’юнктнi множини FU , FV , робимо висновок,

що LU 6= LV . Таким чином,

|
↔
λ(X)| ≥ |{LU : U ∈ Uκ(A)}| = |Uκ(A)| = 22κ

.

¤

З попередньої теореми випливає, що |
↔
λ(G)| = 2c для кожної злiченної

групи G. Далi, ми обчислимо потужнiсть
↔
λ(G) для скiнченних груп G.

Маючи скiнченну групу G, розглянемо iнварiантну зчеплену систему

L0 = {A ⊂ X : 2|A| > |G|}

i пiдмножину

↑L0 = {A ∈
↔
λ(G) : A ⊃ L0}.

Твеpдження 5.2.5. Нехай G – скiнченна група. Якщо sl(G) ≥ |G|/2, то
↔
λ(G) = ↑L0.

Доведення. Нам потрiбно довести, що кожна максимальна iнварiантна

зчеплена система A ∈
↔
λ(G) мiстить L0. Розглянемо довiльну множину L ∈ L0.

Взявши до уваги, що sl(G) ≥ |G|/2 i кожна множина A ∈ A є самозачепленою,

одержуємо, що |A| ≥ |G|/2 i, отже, A перетинає кожен зсув xL множини L (бо

|A|+ |xL| > |G|). Оскiльки множина L є самозачепленою, то ми одержуємо, що

iнварiантна зчеплена система A∪{xL : x ∈ G} збiгається з A за максимальнiстю

системи A. Таким чином, L ∈ A i, отже, L0 ⊂ A. ¤

З огляду на твердження 5.2.5 важливо обчислити потужнiсть множини

↑L0. Якщо |G| є непарним, то iнварiантна зчеплена система L0 є максимальною

зчепленою i, отже, ↑L0 – одноточкова. Випадок парного порядку |G| є менш

тривiальним.

Маючи групу G скiнченного парного порядку |G|, розглянемо сiм’ю

S = {A ⊂ G : AA−1 = G, |A| = |G|/2}
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самозачеплених пiдмножин A ⊂ G потужностi |A| = |G|/2. На сiм’ї S розгляне-

мо вiдношення еквiвалентностi ∼, поклавши A ∼ B для A,B ∈ S, якщо iснує

такий x ∈ G, що A = xB або X \ A = xB. Нехай S/∼ – фактор-множина

множини S за цим вiдношенням еквiвалентностi i s = |S/∼|.

Твеpдження 5.2.6. |
↔
λ(G)| ≥ |↑L0| = 2s.

Доведення. Спершу покажемо, що ∼ насправдi є вiдношенням еквiва-

лентностi на S. Отже, припустимо, що S 6= ∅. Покажемо, що G \ A ∈ S для

кожного A ∈ S. Нехай B = G \ A. Припустивши, що B /∈ S, ми стверджуємо,

що B ∩ xB = ∅ для деякого x ∈ G. Оскiльки |B| = |A| = |G|/2, то ми одержу-

ємо, що xB = A i G \ A = B = x−1A. З нерiвностi A ∩ x−1A = ∅ випливає, що

x−1 /∈ AA−1 = G, i ми одержуємо суперечнiсть.

Взявши до уваги, що A = eA для кожного A ∈ S, робимо висновок, що ∼ є

рефлексивним вiдношенням на S. Якщо A ∼ B, то iснує таке x ∈ X, що A = xB

або G \A = xB. Звiдси випливає, що B = x−1A або X \B = x−1A, тобто B ∼ A

i ∼ є симетричним. Залишається довести, що вiдношення ∼ є транзитивним на

S. Отже, нехай A ∼ B ∼ C. Це означає, що iснують такi x, y ∈ G, що A = xB

або G \A = xB i B = yC або G \B = yC. Легко перевiрити, що в цих випадках

A = xyC або X \A = xyC.

Оберемо пiдмножину T множини S, що перетинає кожен клас еквiвален-

тностi∼ в єдинiй точцi. Вiдмiтимо, що |T | = |S/∼| = s. Далi, для кожної функцiї

f : T → 2 = {0, 1} розглянемо максимальну iнварiантну зчеплену систему

Lf = L0 ∪ {xT : x ∈ G, T ∈ f−1(0)} ∪ {x(G \ T ) : x ∈ G, T ∈ f−1(1)}.

Можна показати, що

|↑L0| = |{Lf : f ∈ 2T }| = 2|T | = 2s.

¤

Наступне твердження допоможе нам обчислити потужнiсть множини
↔
λ(G)

для всiх скiнченних груп G порядку |G| ≤ 8:
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Теоpема 5.2.7. Потужнiсть множини
↔
λ(G) для групи G потужностi

|G| ≤ 8 можна знайти в наступнiй таблицi:

G C2 C3 C4 C2 ⊕ C2 C5 D6 C6 C7 C3
2 D8 C4 ⊕ C2 C8 Q8

sl(G) 2 2 3 3 3 4 3 3 5 4 4 4 4
↔
λ(G) 1 1 1 1 1 1 2 3 1 2 4 8 8

Доведення. Подiлимо доведення на 3 випадки.

1. Якщо sl(G) > |G|/2, то L0 є єдиною максимальною iнварiантною зче-

пленою системою i, отже, |
↔
λ(G)| = 1. За теоремою 5.1.2, sl(G) > |G|/2 тодi i

тiльки тодi, коли |G| ≤ 5 або G iзоморфна до D6 або C3
2 .

2. Якщо sl(G) = |G|/2, то |
↔
λ(G)| = 2s, де s = |S/∼|. Отже, залишається

обчислити число s для груп C6, D8, C4 ⊕ C2, C8, i Q8.

2a. Якщо G є циклiчною порядку 6, то оберемо довiльний твiрний елемент

a групи G i прямим обчисленням перевiряємо, що

S = {xT, x(G \ T ) : x ∈ G},

де T = {e, a, a3}. Звiдси випливає, що s = |S/∼| = 1 i, отже,

|
↔
λ(G)| = |↑L0| = 2s = 2.

2b. Якщо G є циклiчною порядку 8, то зафiксувавши твiрний елемент a

групи G, прямим обчисленням можна перевiрити, що

S = {xA,G \ xA, xB, G \ xB, C,G \ xC : x ∈ G},

де A = {e, a, a2, a4}, B = {e, a, a2, a5}, i C = {e, a, a3, a5}. Звiдси випливає, що

s = |S/∼| = 3 i, отже,

|
↔
λ(G)| = |↑L0| = 2s = 8.

2c. Припустимо, що група G iзоморфна до C4 ⊕ C2 i нехай G2 = {x ∈ G :

xx = e} – булева пiдгрупа групи G. Ми стверджуємо, що 4-елементна пiдмно-

жина A ⊂ G є самозачепленою тодi i тiльки тодi, коли |A ∩G2| є непарним.

Щоб довести достатнiсть цього твердження, припустимо, що |A∩G2| = 3.

Ми стверджуємо, що A є самозачепленою. Нехай A2 = A ∩ G2, тодi маємо, що
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G2 = A2A
−1
2 ⊂ AA−1, бо |A2| = 3 > 2 = |G2|/2. Далi, зафiксуємо довiльний

елемент a ∈ A \ G2, вiдмiтимо, що AA−1 ⊃ aA−1
2 ∪ A2a

−1. Бачимо, що оби-

двi множини aA−1
2 = aA2 i A2a

−1 = a−1A2 є 3-елементними пiдмножинами в

4-елементнiй множинi aG2. Цi 3-елементнi множини є рiзними. Справдi, при-

пустивши, що aA−1
2 = A2a

−1, ми б одержали, що a2A2 = A2, звiдки випливає,

що |A2| = 3 є парним. Таким чином, aG2 = aA−1
2 ∪A2a

−1 ⊂ AA−1 i, остаточно,

G = AA−1.

Якщо |A ∩ G2| = 1, то ми можемо зафiксувати довiльний a ∈ A \ G2 i

розглянути зсув Aa−1, для якого |Aa−1 ∩G2| = 3. Тодi з попереднього випадку

випливає, що Aa−1 є самозачепленою i, отже, такою є A.

Щоб довести необхiднiсть твердження припустимо, що |A∩G2| є парним.

Якщо |A ∩ G2| = 4, то A = G2 i AA−1 = G2G
−1
2 = G2 6= G. Якщо |A ∩ G2| = 0,

то A = G2a для кожного a ∈ A i, отже, AA−1 = G2aa−1G−1
2 = G2 6= G. Якщо

|A ∩G2| = 2, то |G2 ∩AA−1| ≤ 3 i знову одержуємо AA−1 6= G.

Отже,

S = {A ⊂ G : |A| = 4 i |A ∩G2| є непарним}.

Кожна множина A ∈ S має такий єдиний зсув aA, що aA ∩ G2 = {e}. Iснує
рiвно чотири пiдмножини A ∈ S з A ∩ G2 = {e}, що утворюють два класи

еквiвалентностi за вiдношенням ∼. Таким чином, s = 2 i

|
↔
λ(G)| = |↑L0| = 2s = 4.

2d. Припустимо, що G є iзоморфною до дiедральної групи D8 симетрiй

квадрата. Тодi G мiстить елемент a порядку 4, що породжує нормальну циклi-

чну пiдгрупу H. Елемент a2 комутує з усiма елементами групи G.

Ми стверджуємо, що для кожної самозачепленої 4-елементної пiдмножини

A ⊂ G виконано |A∩H| = 2. Справдi, якщо |A∩H| дорiвнює 0 або 4, то A = Hb

для деякого b ∈ G i, отже, AA−1 = Abb−1A−1 = H 6= G. Якщо |A ∩H| дорiвнює
1 або 3, то замiнюючи A її зсувом, можемо вважати, що A ∩ H = {e} i, отже,

A = {e} ∪ B для деякої 3-елементної пiдмножини B ⊂ G \H. Звiдси випливає,

що G \H = AA−1 \H = (B ∪ B−1) = B 6= G \H. Ця суперечнiсть показує, що
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|A∩H| = 2. Без втрати загальностi, можемо вважати, що A∩H = {e, a2} (якщо

це не так, замiнюємо A її зсувом Ax−1, де x, y ∈ A є таким, що yx−1 = a2). Далi,

зафiксуємо довiльний елемент b ∈ A\H. Оскiльки G не є абелевою, одержуємо,

що ab = ba3. Вiдмiтимо, що ba2 /∈ A (в протилежному випадку A = {e, b, a2, ba2}
була б пiдгрупою групи G з AA−1 = A 6= G). Таким чином, 4-ий елемент c ∈
A\{e, a2, b} множини A має вигляд c = ba або c = ba3 = ab. Вiдмiтимо, що обидвi

множини A1 = {e, a2, b, ba} i A2 = {e, a2, b, ab} є самозачепленими, а також, що

a3(G \A1) = a3 · {a, a3, ba2, ba3} = {e, a2, ab, b} = A2.

Таким чином, s = |S/∼| = 1 i |
↔
λ(G)| = 2s = 2.

2e. Насамкiнець, припустимо, що G є iзоморфною до групи кватернiонiв

Q8 = {±1,±i,±j,±k}. Двоелементна пiдмножина H = {−1, 1} є нормальною

пiдгрупою в G. Нехай S± = {A ∈ S : H ⊂ A} i вiдмiтимо, що кожна множина

A ∈ S має лiвий зсув в S. Зафiксуємо довiльну множину A ∈ S± i точку a ∈
A\{1,−1}. Вiдмiтимо, що 4-ий елемент b ∈ A\{1,−1, a} множини A не дорiвнює

−a (в iншому випадку, A є пiдгрупою групи G).

Таким чином, кожен може легко перевiрити, що A = {1,−1, a, b}, де a, b ∈
G \H i a 6= −b, є самозачепленою. Звiдси випливає, що

S± = {{−1, 1, a, b} : a 6= −b i a, b ∈ G \H}

i, отже, |S±| = C2
6 − 3 = 12. Вiдмiтимо, що для кожного A ∈ S± множина

−A ∈ S± i є точно два зсуви G \ A, що належать до S±. Це означає, що клас

еквiвалентностi [A]∼ довiльної множини A ∈ S перетинає S± в чотирьох мно-

жинах. Таким чином, s = |S/∼| = |S±|/4 = 12/4 = 3 i

|
↔
λ(G)| = |↑L0| = 2s = 8.

3. Якщо |G| = 7, то L0 є одним з трьох елементiв множини
↔
λ(G). Iншi два

елементи можна знайти наступним чином. Розглянемо iнварiантну зчеплену

систему

L1 = {A ⊂ G : |A| ≥ 5}
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i вiдмiтимо, що L1 ⊂ A для кожного A ∈
↔
λ(G). Справдi, припустивши, що

деякий A ∈ L1 не належить до A, ми б одержали, що B = G \ A ∈ A за

максимальнiстю системи A. Оскiльки |G \ B| ≤ 2, то ми можемо знайти x ∈
G \ BB−1. Звiдси випливає, що B, xB – двi диз’юнктнi множини в A, що є

неможливим. Отже, L1 ⊂ A.
Вiдмiтимо, що L1 ⊂ A ⊂ L0 ∪ L3, де

L3 = {A ⊂ G : |A| = 3, AA−1 = G}.

Зафiксуємо твiрний елемент a циклiчної групи G, розглянемо 3-елементну мно-

жину T = {a, a2, a4} i вiдмiтимо, що TT−1 = G i T−1 ∩ T = ∅. Прямим обчисле-

нням кожен може перевiрити, що

L3 = {xT, xT−1 : x ∈ G}.

Оскiльки T i T−1 не перетинаються, то iнварiантна зчеплена система A не може

мiстити обидвi множини T i T−1. Якщо A не мiстить жодної множини T, T−1,

то A = L0. Якщо A мiстить T , то

A = (L0 ∪ {xT : x ∈ G}) \ {y(G \ T ) : y ∈ G}.

Якщо T−1 ∈ A, то

A = (L0 ∪ {xT−1 : x ∈ G}) \ {y(G \ T−1) : y ∈ G}.

Це i є єдинi 3 максимальнi iнварiантнi зчепленi системи в
↔
λ(G). ¤

В наступнiй теоремi ми охарактеризуємо групи, на яких iснує єдина ма-

ксимальна iнварiантна зчеплена система.

Теоpема 5.2.8. Для скiнченної групи G наступнi умови є еквiвалентни-

ми:

1) |
↔
λ(G)| = 1;

2) sl(G) > |G|/2;

3) |G| ≤ 5 або G iзоморфна до D6 або C3
2 .
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Доведення. (2) ⇒ (1). Якщо sl(G) > |G|/2, то L0 = {A ⊂ G : |A| >

|G|/2} є єдиною максимальною iнварiантною зчепленою системою на G (бо

максимальнi iнварiантнi зчепленi системи складаються з самозачеплених мно-

жин).

(1) ⇒ (2) Припустимо, що sl(G) ≤ |G|/2 i зафiксуємо таку довiльну са-

мозачеплену множину A ⊂ G, що |A| ≤ |G|/2. Якщо |G| є непарним, то L0

є максимальною зчепленою i тодi довiльна максимальна iнварiантна зчеплена

система A, що мiстить самозачеплену множину A є вiдмiнною вiд L0, що i до-

водить нерiвнiсть |
↔
λ(G)| > 1.

Якщо G є парним, то ми можемо продовжити A, якщо потрiбно, i припу-

стити, що |A| = |G|/2. Ми стверджуємо, що доповнення B = G \ A множини

A також є самозачепленою множиною. Припустивши протилежне, ми б зна-

йшли деякий x /∈ BB−1 i одержали б, що B ∩ xB = ∅, звiдки випливає, що

A = G \ B = xB i, отже, x−1A = B. Далi, множини A i x−1A були б непере-

тинними, що суперечить x−1 ∈ AA−1 = G. Отже, BB−1 = G, звiдки випливає,

що {xB : x ∈ G} є iнварiантною зчепленою системою. Оскiльки |G| = 2|A| є
парним, то об’єднання A = {xA : x ∈ G} ∪ L0 i B = {xB : x ∈ G} ∪ L0 є iнварi-

антними зчепленими системами, якi можуть бути продовженi до максимальних

зчеплених систем Ã i B̃, вiдповiдно. Оскiльки множини A ∈ A ⊂ Ã i B ∈ B ⊂ B̃
є неперетинними, то Ã 6= B̃ є двома рiзними максимальними iнварiантними

зчепленими системами на G i, отже, |
↔
λ(G)| ≥ 2.

Еквiвалентнiсть (2) ⇔ (3) випливає з теореми 5.1.2(i). ¤

5.3. Правi нулi в суперрозширеннях груп

В цьому пiдроздiлi ми охарактеризуємо групи X, суперрозширення λ(X)

яких мають правi нулi. Ми покажемо, що для кожної групи X правi нулi напiв-

групи λ(X) збiгаються з iнварiантними максимальними зчепленими системами.

Згiдно з твердженням 4.4.1 гiперпростiр включення A ∈ G(X) є правим

нулем в G(X) тодi i тiльки тодi, коли A є iнварiантним. Звiдси випливає, що
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мiнiмальний iдеал напiвгрупи G(X) збiгається з множиною
↔
G(X) iнварiантних

гiперпросторiв включення i є компактною топологiчною напiвгрупою правих

нулiв.

Подiбна характеризацiя правих нулiв має мiсце також i для напiвгрупи

λ(X).

Твеpдження 5.3.1. Максимальна зчеплена система L є правим нулем

напiвгрупи λ(X) тодi i тiльки тодi, коли L є iнварiантною.

Доведення. Якщо L є iнварiантною, то згiдно з твердженням 4.4.1, L є

правим нулем в G(X) i, таким чином, правим нулем в λ(X).

Навпаки, припустимо, що L є правим нулем в λ(X). Тодi для кожного

x ∈ X одержуємо xL = L, звiдки випливає, що L є iнварiантною. ¤

На вiдмiну вiд напiвгрупи G(X), яка завжди мiстить правi нулi, напiвгрупа

λ(X) мiстить правi нулi тiльки для так званих непарних груп. Кажемо, що група

X є непарною, якщо кожен елемент x ∈ X має непарний порядок. Нагадаємо,

що порядком елемента x називається таке найменше цiле число n ≥ 1, що xn

дорiвнює нейтральному елементу e групи X.

Теоpема 5.3.2. Для групи X наступнi умови еквiвалентнi:

1) напiвгрупа λ(X) має правий нуль;

2) деяка максимальна iнварiантна зчеплена система на X є максималь-

ною зчепленою (що може бути записано як
↔
λ(X) ∩ λ(X) 6= ∅);

3) кожна максимальна iнварiантна зчеплена система є максимальною

зчепленою (що може бути записано як
↔
λ(X) ⊂ λ(X));

4) для кожного розбиття X = A ∪B або AA−1 = X або BB−1 = X;

5) кожен елемент групи X має непарний порядок.

Доведення. Рiвносильнiсть (1) ⇔ (2) випливає з твердження 5.3.1.

(2) ⇒ (4) Припустимо, що λ(X) мiстить iнварiантну максимальну зче-

плену систему A. Зафiксувавши довiльне розбиття X = A1 ∪ A2, використо-

вуємо максимальнiсть A, щоб знайти i ∈ {1, 2} з Ai ∈ A. Ми стверджуємо,
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що AiA
−1
i = X. Справдi, для кожного x ∈ X з iнварiантностi A випливає, що

xAi ∈ A i, отже, Ai ∩ xAi 6= ∅, звiдки маємо x ∈ AiA
−1
i .

(4) ⇒ (3) Припустимо, що для кожного розбиття X = A∪B або AA−1 = X

або BB−1 = X. Потрiбно перевiрити, що кожна максимальна iнварiантна зче-

плена система L є максимальною зчепленою. В iншому випадку, ми б знайшли

множину A ∈ L⊥ \L. Оскiльки L 63 A є максимальною iнварiантною зчепленою

системою, то деякий зсув xA множини A не перетинає A i, отже, x /∈ AA−1. Тодi

з нашого припущення випливає, що B = X \A має властивiсть BB−1 = X, тоб-

то сiм’я {xB : x ∈ X} є зчепленою. Ми стверджуємо, що B ∈ L⊥. Припустивши

протилежне, ми б знайшли таку множину L ∈ L, що L∩B = ∅ i одержали б, що

A ∈ L, бо L ⊂ X \B = A. Але це суперечить вибору A ∈ L⊥ \ L. Таким чином,

B ∈ L⊥ i

L ∪ {L ⊂ X : ∃x ∈ X (xB ⊂ L)}

є iнварiантною зчепленою системою, яка продовжує L. Оскiльки L є макси-

мальною iнварiантною зчепленою системою, то ми одержуємо, що B ∈ L, це є

неможливим, бо B не перетинає A ∈ L⊥. Одержана суперечнiсть показує, що

L⊥\L = ∅, тобто, що L належить до λ(X) i, отже, є iнварiантною максимальною

зчепленою системою.

Iмплiкацiя (3) ⇒ (2) є тривiальною.

¬(5) ⇒ ¬(4) Припустимо, що X \ {e} мiстить точку a, порядок якої є

парним або нескiнченним. Тодi циклiчна пiдгрупа H = {an : n ∈ Z}, породжена

a розбивається на двi такi неперетиннi множини H1 = {an : n ∈ 2Z + 1} i

H2 = {an : n ∈ 2Z}, що aH1 = H2. Зафiксуємо пiдмножину S ⊂ X, що перетинає

кожну множину Hx, x ∈ X, в єдинiй точцi. Розглянемо неперетиннi множини

A1 = H1S i A2 = H2S i вiдмiтимо, що aA1 = A2 = X \A1 i aA2 = X \A2, звiдки

випливає, що a /∈ AiA
−1
i для i ∈ {1, 2}. Оскiльки A1 ∪A2 = X, то ми одержуємо

заперечення (4).

(5) ⇒ (4) Припустимо, що кожен елемент групи X має непарний порядок i

що X володiє таким розбиттям X = AtB, що a /∈ AA−1 i b /∈ BB−1 для деяких
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a, b ∈ X. Тодi aA ⊂ X \A = B i bB ⊂ X \B = A. Вiдмiтимо, що

baA ⊂ bB ⊂ A

i за iндукцiєю, (ba)iA ⊂ A для всiх i > 0. Оскiльки всi елементи групи X мають

скiнченний порядок, то (ba)n = e для деякого n ∈ N. Тодi з (ba)n−1A ⊂ A

випливає, що

A = (ba)nA ⊂ baA ⊂ bB ⊂ A

i, отже, bB = A. З рiвностей

X = bA t bB = bA tA = B tA

випливає, що bA = B. Отже, x ∈ A тодi i тiльки тодi, коли bx ∈ B.

Нехай H = {bn : n ∈ Z} ⊂ X – циклiчна пiдгрупа, породжена b. За нашим

припущенням b має непарний порядок. З другого боку, з рiвностi bB = A = b−1B

випливає, що перетини H ∩ A i H ∩ B мають однакову потужнiсть, оскiльки

b(B ∩H) = A ∩H. Але це неможливо, бо H має непарний порядок. ¤

5.4. (Лiвi) нулi напiвгруп λ(G)

Твеpдження 5.4.1. Нехай G є групою. Для максимальної зчепленої си-

стеми L ∈ λ(G) наступнi умови еквiвалентнi:

1) L є лiвим нулем в λ(G);

2) L є нулем в λ(G);

3) L є єдиною iнварiантною максимальною зчепленою системою на G.

Доведення. (1) ⇒ (3) Припустимо, що Z є лiвим нулем в λ(G). Тодi

Zx = Z для всiх x ∈ G i, отже,

Z−1 = {Z−1 : Z ∈ Z}

є iнварiантною максимальною зчепленою системою на G, звiдки випливає, що

група G є непарною згiдно з теоремою 5.3.2. Вiдмiтимо, що для кожного правого
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нуля A напiвгрупи λ(G) маємо

Z = Z ◦ A = A,

звiдки випливає, що Z є єдиним правим нулем в λ(G) i згiдно з тверджен-

ням 5.3.1 єдиною iнварiантною зчепленою системою на G.

(3) ⇒ (2) Припустимо, що Z є єдиною iнварiантною максимальною зче-

пленою системою на G. Ми стверджуємо, що Z є лiвим нулем напiвгрупи λ(G).

Справдi, для кожного A ∈ A i x ∈ G маємо, що xZ ◦A = Z ◦A, звiдки випливає,

що Z ◦A є iнварiантною максимальною зчепленою системою. Згiдно з твердже-

нням 5.3.1, Z ◦ A є правим нулем i, отже, Z ◦ A = Z, бо Z є єдиним правим

нулем. Це означає, що Z є лiвим нулем, i будучи правим нулем, нулем в λ(G).

(2) ⇒ (1) є тривiальною. ¤

Теоpема 5.4.2. Суперрозширення λ(G) групи G має нуль тодi i тiльки

тодi, коли G є iзоморфною до C1, C3 чи C5.

Доведення. Якщо G є групою непарного порядку |G| ≤ 5, то
↔
λ(G) ⊂

λ(G), бо G є непарною i |
↔
λ(G)| = 1 за теоремою 5.2.8. Це означає, що λ(G) мi-

стить єдину iнварiантну максимальну зчеплену систему, яка є нулем напiвгрупи

λ(G) згiдно з твердженням 5.4.1.

Далi, припустимо, що напiвгрупа λ(G) має нуль Z. Згiдно з тверджен-

ням 5.3.1 i теоремою 5.3.2, G є непарною i, отже,
↔
λ(G) ⊂ λ(G). Оскiльки нуль Z

напiвгрупи λ(G) є єдиною iнварiантною максимальною зчепленою системою на

G, то ми одержуємо, що |
↔
λ(G)| ≤ 1. За теоремою 5.2.8, G має порядок |G| ≤ 5

або є iзоморфною до D6 або C3
2 . Оскiльки G є непарною, то G мусить бути

iзоморфною до C1, C3 чи C5. ¤

5.5. Комутативнiсть напiвгруп максимальних зчеплених систем

В цьому пiдроздiлi ми охарактеризуємо групи X, суперрозширення яких

комутативнi.



107

Теоpема 5.5.1. Суперрозширення λ(X) групи X є комутативним тодi

i тiльки тодi, коли |X| ≤ 4.

Доведення. Комутативнiсть суперрозширень λ(X) груп X порядку |X| ≤
4 буде доведена в пiдроздiлi 5.11.

Припустимо, що група X має комутативне суперрозширення λ(X). То-

дi X є комутативною. Потрiбно показати, що |X| ≤ 4. Спершу покажемо, що

|
↔
λ(X)| = 1.

Припустимо, що
↔
λ(X) мiстить двi рiзнi максимальнi iнварiантнi зчепленi

системи A i B. Взявши до уваги, що A,B ∈
↔
λ(X) ⊂

↔
G(X) i кожен елемент

множини
↔
G(X) є правим нулем в G(X) (див. твердження 4.4.1) ми одержуємо,

що

A ◦ B = B 6= A = B ◦ A.

Продовжимо зчепленi системи A,B до максимальних зчеплених систем Ã ⊃ A
i B̃ ⊃ B. Оскiльки λ(X) є комутативною, то ми маємо

A = B ◦ A ⊂ B̃ ◦ Ã = Ã ◦ B̃ ⊃ A ◦ B = B.

Звiдси випливає, що об’єднання A∪B 6= A є iнварiантною зчепленою системою,

що продовжує A. Це суперечить максимальностi системи A. Ця суперечнiсть

показує, що |
↔
λ(X)| = 1. Використовуючи теорему 5.2.8, одержуємо, що |X| ≤ 5

або X є iзоморфною до C3
2 .

Залишається показати, що напiвгрупи λ(C5) i λ(C3
2 ) не є комутативними.

Некомутативнiсть λ(C5) буде доведено в пiдроздiлi 5.11.

Щоб довести, що λ(C3
2 ) не є комутативною, зафiксуємо довiльнi три твiрнi

a, b, c групи C3
2 i розглянемо множини A = {e, a, b, abc}, H1 = {e, a, b, ab}, H2 =

{e, a, bc, abc}. Вiдмiтимо, що H1,H2 є пiдгрупами в C3
2 . Для кожного i ∈ {1, 2}

розглянемо зчеплену систему Ai = 〈{H1,H2} ∪ {xA : x ∈ Hi}〉 i продовжимо її

до максимальної зчепленої системи Ãi на C3
2 .
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Ми стверджуємо, що максимальнi зчепленi системи Ã1 i Ã2 не комутують.

Справдi,

Ã2 ◦ Ã1 3
⋃

x∈H1

x ∗ (x−1bA) = bA = {e, b, ba, ac},

Ã1 ◦ Ã2 3
⋃

x∈H2

x ∗ (x−1bcA) = bcA = {a, c, bc, abc}.

З bA ∩ bcA = ∅ випливає, що Ã1 ◦ Ã2 6= Ã2 ◦ Ã1. ¤

5.6. Скоротнi елементи в λ(X)

В цьому пiдроздiлi ми опишемо скоротнi елементи напiвгрупи λ(X).

З формули множення

U ◦ V = {A ⊂ X : {x ∈ X : x−1A ∈ V} ∈ U}, (5.6.1)

де x−1A = {z ∈ X : x ∗ z ∈ A}, в напiвгрупi λ(X) випливає, що добуток U ◦ V
двох максимальних зчеплених систем U i V є головним ультрафiльтром тодi i

тiльки тодi, коли одночасно U i V є головними ультрафiльтрами. Таким чином,

ми одержуємо наступне

Твеpдження 5.6.1. Для довiльної групи X множина λ(X) \X є двосто-

роннiм iдеалом в λ(X).

Твеpдження 5.6.2. Нехай X – скiнченна група. Якщо C ∈ λ(X) є скоро-

тним злiва або справа, то C є головним ультрафiльтром.

Доведення. Припустимо, що деяка максимальна зчеплена система a ∈
λ(X) \ X є скоротною злiва. Це означає, що лiвий зсув la : λ(X) → λ(X),

la : x 7→ a ◦ x, є iн’єктивним. Згiдно з твердженням 5.6.1, множина λ(X) \ X

є iдеалом в λ(X). Отже, la(λ(X)) = a ◦ λ(X) ⊂ λ(X) \ X. Оскiльки λ(X) є

скiнченною, то la не може бути iн’єктивним. ¤

Таким чином, напiвгрупи λ(X) можуть мати нетривiальнi скоротнi еле-

менти тiльки для нескiнченних груп X. Згiдно з [55, теор. 8.11] ультрафiльтр
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U ∈ β(X) є скоротним справа тодi i тiльки тодi, коли орбiта {xU : x ∈ X} є дис-

кретною в β(X) тодi i тiльки тодi, коли для кожного x ∈ X iснує така множина

Ux ∈ U , що iндексована сiм’я {x ∗ Ux : x ∈ X} є диз’юнктною.

Ця характеризацiя володiє частковим узагальненням до напiвгрупи G(X).

Згiдно з твердженням 4.8.1 якщо гiперпростiр включенняA ∈ G(X) є скоротним

справа в G(X), то його орбiта {x ∗ A : x ∈ X} є дискретною в G(X). З другого

боку, A є скоротним за умови, що для кожного x ∈ X iснує така множина

Ax ∈ A ∩ A⊥, що iндексована сiм’я {x ∗ Ax : x ∈ X} є диз’юнктною. Останнє

означає, що x∗Ax∩y∗Ay = ∅ для довiльних рiзних точок x, y ∈ X. Цей результат

про скоротнi справа елементи напiвгрупи G(X) допоможе нам довести подiбнi

теореми про скоротнi справа елементи в напiвгрупi λ(X).

Теоpема 5.6.3. Нехай X є групою i L ∈ λ(X) – максимальна зчеплена

система на X.

1) Якщо L є скоротною справа в λ(X), то орбiта {xL : x ∈ X} є дискре-

тною в λ(X) i xL 6= yL для всiх x, y ∈ X.

2) L є скоротною справа в λ(X), за умови, що для кожного x ∈ X iснує

така множина Sx ∈ L, що сiм’я {x ∗ Sx : x ∈ X} є диз’юнктною.

Доведення. 1. Доведення таке ж як i у випадку напiвгрупи G(X).

2. Припустимо, що {Sx}x∈X ⊂ L є такою сiм’єю, що сiм’я {x ∗ Sx : x ∈ X}
є диз’юнктною. Щоб довести, що L є скоротною справа, зафiксуємо такi двi

максимальнi зчепленi системи A,B ∈ λ(X), що A ◦ L = B ◦ L. Досить показати,

що A ⊂ B. Зафiксуємо довiльну множину A ∈ A i вiдмiтимо, що множина
⋃

a∈A aSa належить до A ◦ L = B ◦ L. Таким чином, iснує така множина B ∈ B
i сiм’я множин {Lb}b∈B ⊂ L, що

⋃

b∈B

bLb ⊂
⋃

a∈A

aSa.

З Sb ∈ L випливає, що Lb ∩ Sb є непорожньою для кожного b ∈ B.
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Оскiльки множини aSa i bSb є неперетинними для рiзних a, b ∈ X, то з

включення
⋃

b∈B

b(Lb ∩ Sb) ⊂
⋃

b∈B

bLb ⊂
⋃

a∈A

aSa

випливає, що B ⊂ A i, отже, A ∈ B. ¤

Цiкаво вiдмiтити, що перший пункт дає необхiдну, але не достатню умову

скоротностi справа в λ(X) (на вiдмiну вiд напiвгрупи β(X)).

Пpиклад 5.6.4. Згiдно з пiдроздiлом 5.11, суперрозширення λ(C4) 4-еле-

ментної циклiчної групи C4 iзоморфне до прямого добутку C4 × C1
2 , де C1

2 =

C2∪{e} є 2-елементною циклiчною групою з приєднаною зовнiшньою одиницею

e (останнє означає, що ex = xe = x для всiх x ∈ C1
2 ). Таким чином, кожен

елемент iдеалу λ(C4)\C4 не є скоротним, але має дискретну 4-елементну орбiту

{xL : x ∈ C4}. Всi скоротнi (справа чи злiва) елементи напiвгрупи λ(C4) є

головними ультрафiльтрами, див. твердження 5.6.2.

Згiдно з [55, теор. 8.10], для кожної нескiнченної групи X напiвгрупа β(X)

мiстить багато скоротних справа елементiв. Зокрема, множина скоротних спра-

ва елементiв мiстить вiдкриту всюди щiльну пiдмножину напiвгрупи β(X) \X.

Подiбний результат має мiсце також для напiвгрупи G(X) над злiченною гру-

пою X: множина скоротних справа елементiв в G(X) мiстить вiдкриту всюди

щiльну пiдмножину пiднапiвгрупи G◦(X). Теорема 5.6.3 допоможе нам довести

подiбний результат для напiвгрупи λ(X).

Теоpема 5.6.5. Для кожної злiченної групи X пiднапiвгрупа λ◦(X) вiль-

них максимальних зчеплених систем мiстить вiдкриту всюди щiльну пiд-

множину скоротних справа елементiв в напiвгрупi λ(X).

Доведення. Нехай X = {xn : n ∈ ω} – iн’єктивна нумерацiя злiченної

групи X. Зафiксуємо вiльну максимальну зчеплену систему L ∈ λ◦(X) i окiл

O(L) системи L в λ◦(X). Нам потрiбно знайти непорожню вiдкриту пiдмножину

скоротних справа елементiв в O(L). Без втрати загальностi можемо вважати,
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що окiл O(L) є базовим:

O(L) = λ◦(X) ∩ U±
0 ∩ · · · ∩ U±

n−1

для деяких пiдмножин U1, . . . , Un−1 множини X. Цi множини є нескiнченними,

бо L є вiльним. Ми збираємось побудувати таку нескiнченну множину C = {cn :

n ∈ ω} ⊂ X, що має нескiнченний перетин з множинами Ui, i < n, i що для

довiльних рiзних елементiв x, y ∈ X перетин xC ∩ yC є скiнченним. Елементи

ck, k ∈ ω, з яких складатиметься множина C обиратимемо за iндукцiєю так,

щоб виконувалися наступнi умови:

• ck ∈ Uj , де j = k mod n;

• ck не належить скiнченнiй множинi

Fk = {z ∈ X : ∃i, j ≤ k ∃l < k (xiz = xjcl)}.

Очевидно, що побудована таким чином множина C = {ck : k ∈ ω} має нескiн-

ченний перетин з кожною множиною Ui, i < n. З вибору елементiв ck для k > j

випливає, що xiC ∩ xjC ⊂ {xicm : m ≤ j}) є скiнченною.

Нехай C – вiльна максимальна зчеплена система на X, що продовжує зче-

плену систему, породжену множинами C i U0, . . . , Un−1. Очевидно, що C ∈ O(L).

Розглянемо вiдкритий окiл

O(C) = O(L) ∩ C±

системи C в λ◦(X).

Ми стверджуємо, що кожна максимальна зчеплена система A ∈ O(C) є

скоротною справа в λ(X). Це буде випливати з твердження 5.6.3 як тiльки ми

побудуємо таку сiм’ю множин {Ai}i∈ω ∈ A, що xiAi ∩ xjAj = ∅ для довiльних

чисел i < j. Множини Ai, i ∈ ω, можна визначити за формулами Ak = C \ Fk,

де

Fk = {c ∈ C : ∃i < k таке, що xkc = xiC}

є скiнченною згiдно з вибором множини C.

¤
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5.7. Топологiчний центр суперрозширення λ(X)

В цьому пiдроздiлi ми опишемо топологiчний центр суперрозширення λ(X)

групи X.

Згiдно з твердженнями 4.24 i 6.54 з [55] для кожної групи X топологiчний

центр напiвгрупи β(X) збiгається з X. З другого боку, топологiчний центр на-

пiвгрупи G(X) збiгається з G•(X), див. теорему 4.6.1. Подiбне твердження має

мiсце i для напiвгрупи λ(X): топологiчний центр напiвгрупи λ(X) збiгається з

λ•(X).

Щоб довести цей результат, ми будемо використовувати так званi дете-

кторнi ультрафiльтри.

Означення 5.7.1. Вiльний ультрафiльтр D на групi X називається дете-

кторним, якщо iснує така iндексована сiм’я множин {Dx : x ∈ X} ⊂ D, що для

кожної пiдмножини A ⊂ X

1) множина UA =
⋃

x∈A xDx має властивiсть: UA ∪ yUA 6= X для всiх

y ∈ X;

2) для кожного D ∈ D множина {x ∈ X : xD ⊂ UA} є скiнченною i

мiститься в A.

Лема 5.7.2. На кожнiй злiченнiй групi X iснує детекторний ультра-

фiльтр.

Доведення. Нехай X = {xn : n ∈ ω} – така iн’єктивна нумерацiя групи

X, що x0 є одиничним елементом групи X. Для кожного n ∈ ω покладемо

Fn = {xi, x
−1
i : i ≤ n}. Нехай a0 = x0 i за iндукцiєю, для кожного n ∈ ω

виберемо елемент an ∈ X так, щоб

an /∈ F−1
n FnA<n, де A<n = {ai : i < n}.

Для кожного n ∈ ω покладемо A≥n = {ai : i ≥ n}. Нехай також

D0 = {a2i : i ∈ ω}.
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Покажемо, що для довiльних рiзних чисел n,m перетин xnA≥n ∩ xmA≥m

є порожнiм. В iншому випадку iснували б такi два числа i ≥ n i j ≥ m, що

xnai = xmaj . З xn 6= xm випливає, що i 6= j. Без втрати загальностi вважаємо,

що j > i. Тодi з xnai = xmaj випливає, що

aj = x−1
m xnai ∈ F−1

j FjA<j ,

що суперечить вибору aj .

Нехай D ∈ β(X) – такий вiльний ультрафiльтр, що D0 ∈ D i D не є

P -точкою. Щоб одержати такий ультрафiльтр, зафiксуємо D – точку дотику

довiльної злiченної пiдмножини D±
0 ∩ β(X) \ X. Оскiльки D не є P-точкою,

то ми можемо обрати спадну послiдовнiсть множин {Vn : n ∈ ω} ⊂ D, що не

мають псевдоперетину в D. Останнє означає, що для кожного D ∈ D майже

включення D ⊂∗ Vn (яке означає, що D \ Vn є скiнченною) виконується тiльки

для скiнченної кiлькостi чисел n.

Для кожного n ∈ ω покладемо Dn = Vn ∩A≥n ∩D0. Ми стверджуємо, що

ультрафiльтр D i сiм’я (Dn)n∈ω задовольняють умови означення 5.7.1.

Зафiксуємо довiльну множину A ⊂ ω i розглянемо множину UA =
⋃

n∈A xnDn.

Спершу перевiримо, що UA ∪ yUA 6= X для кожного y ∈ X. Знайдемо

такий m ∈ ω, що y−1 = xm i зафiксуємо довiльне непарне число k > m. Ми

стверджуємо, що ak /∈ UA ∪ yUA. В iншому випадку, ak ∈ xnDn ∪ x−1
m xnDn для

деякого n ∈ A. Звiдси випливає, що ak = xnai або ak = x−1
m xnai для деякого

парного i ≥ n. Якщо k > i, то обидвi рiвностi є неможливими згiдно з вибо-

ром ak /∈ F−1
k FkA<k ⊃ {xnai, x

−1
m xnai}. Якщо k < i, то цi рiвностi не можуть

виконуватись згiдно з вибором

ai /∈ F−1
i FiA<i ⊃ {x−1

n ak, x−1
n x−1

m ak}.

Таким чином, UA ∪ yUA 6= X.

Далi, зафiксувавши довiльний D ∈ D ми покажемо, що множина S =

{n ∈ ω : xnD ⊂ UA} є скiнченною i мiститься в A. Спершу покажемо, що S ⊂ A.

Припустивши протилежне, ми б знайшли n ∈ S \ A. Тодi xn(D ∩Dn) ⊂ xnD ⊂
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UA =
⋃

m∈A xmDm, що неможливо, бо множина xnDn не перетинає об’єднання

UA. Отже, S ⊂ A. Далi, ми покажемо, що S є скiнченною. Згiдно з вибором

послiдовностi (Vn), множина F = {n ∈ ω : D ∩ D0 ⊂∗ Vn} є скiнченною. Ми

стверджуємо, що S ⊂ F . Справдi, зафiксуємо довiльний m ∈ S. З xmD ⊂ UA =
⋃

n∈A xnDn i xmA≥m ∩⋂
n 6=m xnDn = ∅ випливає, що

xm(D ∩D0) ⊂∗ xm(D ∩A≥m) ⊂ xmDm ⊂ xmVm

i, отже, m ∈ F . ¤

Теоpема 5.7.3. Нехай X – група, на якiй iснує детекторний ультра-

фiльтр D. Для максимальної зчепленої системи A ∈ λ(X) наступнi умови

рiвносильнi:

1) лiвий зсув LA : G(X) → G(X), LA : F 7→ A ◦ F , є неперервним;

2) лiвий зсув lA : λ(X) → λ(X), lA : L 7→ A ◦ L, є неперервним;

3) лiвий зсув lA : λ(X) → λ(X) є неперервним на детекторному ультра-

фiльтрi D;
4) A ∈ λ•(X).

Доведення. Iмплiкацiї (1) ⇒ (2) ⇒ (3) є тривiальними, а (4) ⇒ (1)

випливає з теореми 4.6.1, яка стверджує, що топологiчний центр напiвгрупи

G(X) збiгається з G•(X). Щоб довести (3) ⇒ (4), припустимо, що лiвий зсув

lA : λ(X) → λ(X) є неперервним на детекторному ультрафiльтрi D.
Потрiбно показати, що A ∈ λ•(G). За теоремою 3.7.1, досить перевiрити,

що кожна множина A ∈ A мiстить скiнченну множину F ∈ A.
Оскiльки D є детекторним ультрафiльтром, то iснує така сiм’я множин

{Dx : x ∈ X} ⊂ D, що для кожного D ∈ D множина {x ∈ X : xD ⊂ ⋃
a∈A aDA}

є скiнченною i лежить в A.

Розглянемо множину UA =
⋃

x∈A xDx, що належить добутку A◦D. З непе-

рервностi лiвого зсуву lA : λ(X) → λ(X) в D випливає, що iснує така множина

D ∈ D, що lA(D±) ⊂ U±
A . Це означає, що UA ∈ A◦L для довiльної максимальної

зчепленої системи L ∈ λ(X), що мiстить D.
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Вибiр D i {Dx}x∈X гарантує, що

S = {x ∈ X : xD ⊂ UA}

є скiнченною пiдмножиною, що мiститься в A. Ми стверджуємо, що iснує така

максимальна зчеплена система L̃ ∈ λ(X), що D ∈ L̃ i x−1UA /∈ L̃ для всiх x /∈ S.

Таку систему L̃ можна побудувати як продовження зчепленої системи

L = {D, X \ x−1UA : x ∈ X \ S}.

Остання система є зчепленою згiдно з означенням S = {x ∈ X : D ⊂ x−1UA} i

властивiстю (1) сiм’ї (Dx)x∈X з означення 5.7.1.

Зафiксуємо довiльну максимальну зчеплену систему L̃, що мiстить L i

вiдмiтимо, що D ∈ L i

{x ∈ X : x−1UA ∈ L̃} = {x ∈ X : x−1UA ∈ L} = S ⊂ A.

Взявши до уваги, що D ∈ L, одержуємо, щоA◦L = lA(L) ∈ U±
A i, отже, множина

S = {x ∈ X : x−1UA ∈ L} ∈ A. Ця множина S є скiнченною пiдмножиною

множини A, що належить до A. ¤

Комбiнуючи теорему 5.7.3 з лемою 5.7.2, одержуємо основний результат

цього пiдроздiлу.

Теоpема 5.7.4. Для довiльної злiченної групи X топологiчний центр на-

пiвгрупи λ(X) збiгається з λ•(X).

5.8. Алгебраїчний центр напiвгрупи λ(X)

Цей пiдроздiл присвячується вивченню алгебраїчного центру напiвгрупи

λ(X).

Лема 5.8.1. Нехай X – група з одиничним елементом e. Максимальна

зчеплена система A ∈ λ(X) не є центральною в λ(X) за умови, що iснують

такi множини S, T ⊂ X, що
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1) |T | = 3;

2) для кожного A ∈ A маємо A ∩ S ∈ A i |A ∩ S| ≥ 2;

3) iснує така скiнченна множина B ∈ A, що BS−1 ∩ T−1T ⊂ {e}.

Доведення. Ми стверджуємо, що A не комутує з максимальною зчепле-

ною системою T = {A ⊂ X : |A ∩ T | ≥ 2}. Згiдно з (3), максимальна зчеплена

система A мiстить таку скiнченну множину B ∈ A, що BS−1 ∩ TT−1 ⊂ {e}.
Згiдно пункту (2), ми можемо вважати, що B ⊂ S i B є мiнiмальною в тому

розумiннi, що кожна така множина B′ ⊂ B, що B′ ∈ A збiгається з B. Згiдно з

(2), |B| ≥ 2.

Оберемо таку сiм’ю {Tb}b∈B 2-елементних пiдмножин множини T , що
⋃

b∈B Tb = T . Такий вибiр можливий, оскiльки |B| ≥ 2.

Об’єднання
⋃

b∈B bTb належить до A ◦ T = T ◦ A i, отже, ми можемо

знайти таку пiдмножину D ∈ T i сiм’ю {Ad}d∈D ⊂ A, що
⋃

d∈D dAd ⊂
⋃

b∈B bTb.

Згiдно з пунктом (2), можна вважати, що кожна множина Ad ⊂ S. Замiнивши

D меншою множиною, якщо необхiдно, вважаємо, що D ⊂ T i |D| = 2. Ми

стверджуємо, що Ad = B для всiх d ∈ D i Tb = D для всiх b ∈ B.

Справдi, зафiксуємо довiльний d ∈ D i довiльний a ∈ Ad. Оскiльки da ∈
⋃

x∈D xAx ⊂
⋃

b∈B bTb, то iснує такий b ∈ B i t ∈ Tb, що da = bt. Тодi T−1T 3
t−1d = ba−1 ∈ BA−1

d ⊂ BS−1. Взявши до уваги, що T−1T ∩BS−1 ⊂ {e}, одержу-

ємо, що t−1d = ba−1 є одиничним елементом групи X. Таким чином, a = b ∈ B

i d = t ∈ Tb. Оскiльки a ∈ Ad обирався довiльно, то ми одержуємо A 3 Ad ⊂ B.

З мiнiмальностi B ∈ A випливає, що Ad = B. З того, що d = t ∈ Tb для d ∈ D

випливає, що D ⊂ Tb. Оскiльки |D| = |Tb| = 2, то ми одержуємо, що D = Tb для

кожного b ∈ B = Ad. Отже, D =
⋃

b∈B Tb = T , що суперечить (1). ¤

Згiдно з теоремою 6.54 з [55], для кожної групи X алгебраїчний центр

напiвгрупи β(X) збiгається з центром групи X. Таким чином, напiвгрупа β(X)\
X не мiстить центральних елементiв. Подiбний результат виконується також

для напiвгрупи λ(X).
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Теоpема 5.8.2. Для кожної злiченної нескiнченної групи X алгебраїчний

центр напiвгрупи λ(X) збiгається з алгебраїчним центром групи X.

Доведення. Очевидно, що всi центральнi елементи групи X є централь-

ними в λ(X). Припустимо, що максимальна зчеплена система C ∈ λ(X) є цен-

тральним елементом напiвгрупи λ(X). Вiдмiтимо, що лiвий зсув lC : λ(X) →
λ(X), lC : X 7→ C ◦ X є неперервним, бо збiгається з правим зсувом rC : λ(X) →
λ(X), rC : X 7→ X ◦ C. Таким чином, C належить до топологiчного центру λ(X).

Застосовуючи теорему 5.7.4, одержуємо, що C ∈ λ•(X). Ми стверджуємо, що A
є головним ультрафiльтром.

Припустивши протилежне, розглянемо сiм’ю C0 мiнiмальних скiнченних

пiдмножин в C. Оскiльки C ∈ λ•(X), то сiм’я C0 є скiнченною i, отже, має скiн-

ченне об’єднання S = ∪C0. Зафiксуємо довiльну множину B ∈ C0 i вiдмiтимо,

що |B| ≥ 2 (бо C не є головним ультрафiльтром).

Оскiльки група X є нескiнченною, то ми можемо обрати таку 3-елементну

пiдмножину T ⊂ X, що T−1T ∩ BS−1 ⊂ {e}. Далi, бачимо, що максимальна

зчеплена система C задовольняє умови леми 5.8.1 i, отже, не є центральною в

λ(X), що є суперечнiстю. ¤

Цiкаво вiдмiтити, що напiвгрупа λ(X) мiстить багато неголовних макси-

мальних зчеплених систем, що комутують з усiма ультрафiльтрами.

Твеpдження 5.8.3. Нехай X – група i Y, Z ⊂ X – такi непорожнi пiд-

множини, що yz = zy для всiх y ∈ Y , z ∈ Z. Тодi для кожної L ∈ λ•(Y ) ⊂
λ•(X) i U ∈ β(Z) ⊂ β(X) маємо, що L ◦ U = U ◦ L.

Доведення. Достатньо довести, що L ◦ U ⊂ U ◦ L. Нехай
⋃

x∈L x ∗ Ux ∈
L ◦ U . Без втрати загальностi ми можемо вважати, що L = {x1, . . . , xn} є скiн-

ченною, L ⊂ Y i Uxi ⊂ Z. Позначимо через V = Ux1 ∩ . . . ∩ Uxn ∈ U . Тодi
⋃

x∈L

x ∗ Ux =
⋃

x∈L

Ux ∗ x ⊃ V ∗ L ∈ U ◦ L.

Звiдси випливає, що
⋃

x∈L x ∗ Ux ∈ U ◦ L i твердження доведено. ¤
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5.9. Мiнiмальний iдеал суперрозширення λ(G) непарних груп G

В цьому пiдроздiлi ми охарактеризуємо групи G, суперрозширення λ(G)

яких мiстять одноточковi мiнiмальнi лiвi iдеали.

Якщо G – скiнченна непарна група, то максимальна зчеплена система

L = {A ⊂ G : |A| > |G|/2}

є iнварiантною. Бiльш точно, група G володiє iнварiантною максимальною зче-

пленою системою тодi i тiльки тодi, коли G – непарна, див. теорему 5.3.2. Ма-

ксимальна зчеплена система Z ∈ λ(G) на групi G є iнварiантною тодi i тiльки

тодi, коли Z є правим нулем напiвгрупи λ(G) тодi i тiльки тодi, коли одно-

точкова множина {Z} є мiнiмальним лiвим iдеалом в λ(G). Взявши до уваги,

що iнварiантнi максимальнi зчепленi системи утворюють пiднапiвгрупу правих

нулiв напiвгрупи λ(G), одержуємо основний результат цього пiдроздiлу.

Теоpема 5.9.1. Група G є непарною тодi i тiльки тодi, коли всi мi-

нiмальнi лiвi iдеали напiвгрупи λ(G) є одноточковими множинами. В цьому

випадку мiнiмальний iдеал K(λ(G)) напiвгрупи λ(G) є замкненою напiвгрупою

правих нулiв, що мiстить всi iнварiантнi максимальнi зчепленi системи.

Для пiдгрупи H групи G покладемо G/H = {xH : x ∈ G} i через π : G →
G/H позначимо природну сюр’єкцiю. Вона породжує неперервне вiдображення

λπ : λ(G) → λ(G/H) мiж вiдповiдними суперрозширеннями.

Лема 5.9.2. Для кожної H-iнварiантної максимальної зчепленої систе-

ми A ∈ λ(H) ⊂ λ(G) обмеження λπ : λ(G) → λ(G/H) на головний iдеал λ(G)◦A
є iн’єктивним.

Доведення. Зафiксуємо селекцiю s : G/H → G вiдображення π. Для

кожної L ∈ λ(G) покладемо L̃ = λπ(L) ∈ λ(G/H) i M = λs(L̃) ∈ λ(G).

Ми стверджуємо, що L◦A = M◦A. Оскiльки L◦A iM◦A є максимальними

зчепленими системами, то достатньо перевiрити, що L◦A ⊂M◦A. Зафiксуємо



119

довiльну множину
⋃

x∈L x ∗ Ax ∈ L ◦ A, де L ∈ L i {Ax}x∈L ⊂ A. Розглянемо
множину M = s ◦ π(L) ∈ M. Для кожної точки y ∈ M знайдемо таку точку

xy ∈ L, що y = sπ(xy) i вiдмiтимо, що yH = π(y) = π(xy) = xyH, звiдки слiдує,

що y−1xy ∈ H i, отже, y−1xyAxy
∈ A, оскiльки A – H-iнварiантна. Оскiльки

M◦A 3
⋃

y∈M

y(y−1xy ∗Axy ) =
⋃

y∈M

xy ∗Axy ⊂
⋃

x∈L

x ∗Ax,

то ми одержуємо, що
⋃

x∈L x ∗Ax ∈M ◦A.
Далi, доведемо, що вiдображення λπ : λ(G) ◦ A → λ(G/H) є iн’єктивним.

Зафiксуємо два довiльнi елементи L1◦A 6= L2◦A множини λ(G)◦A. Для кожного

i ∈ {1, 2} розглянемо максимальнi зчепленi системи L̃i = λπ(Li) = λπ(Li ◦ A) i

Mi = λs(L̃i). З нерiвностi M1 ◦ A = L1 ◦ A 6= L2 ◦ A = M2 ◦ A випливає, що

M1 ◦ A 6= M2 ◦ A i, отже,

λπ(L1 ◦ A) = L̃1 6= L̃2 = λπ(L2 ◦ A).

¤

Наслiдок 5.9.3. Для нормальної непарної пiдгрупи H групи G вiдобра-

ження λπ : λ(G) → λ(G/H) є iн’єктивним на кожному мiнiмальному лiвому

iдеалi напiвгрупи λ(G). Таким чином, кожен мiнiмальний лiвий iдеал напiв-

групи λ(G) є топологiчно iзоморфним до мiнiмального лiвого iдеалу напiвгрупи

λ(G/H).

Доведення. Згiдно з лемою 2.2.1, достатньо показати, що λπ є iн’єктив-

ним на деякому мiнiмальному лiвому iдеалi. Оскiльки група H є непарною, то

вона володiє H-iнварiантною максимальною зчепленою системою A ∈ λ(H) ⊂
λ(G). За лемою 5.9.2 гомоморфiзм λπ є iн’єктивним на лiвому iдеалi λ(G) ◦ A
i, отже, є iн’єктивним на кожному мiнiмальному лiвому iдеалi, що мiститься в

λ(G) ◦ A (вiн iснує, оскiльки λ(G) є компактною правотопологiчною напiвгру-

пою). ¤
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5.10. Мiнiмальнi лiвi iдеали напiвгрупи λ(Z)

В цьому пiдроздiлi ми використаємо результати попереднiх пiдроздiлiв,

щоб описати структуру мiнiмальних лiвих iдеалiв напiвгрупи λ(Z). Виявляє-

ться, що вони iзоморфнi до мiнiмальних лiвих iдеалiв суперрозширення λ(Z2)

компактної топологiчної групи Z2 цiлих двоадичних чисел. Нагадаємо, що Z2 =

lim←−C2k є цiлком незв’язною компактною метризовною абелевою групою, яка є

границею оберненої послiдовностi

· · · → C2n → · · · → C8 → C4 → C2

циклiчних 2-груп C2n . Через π : Z → Z2 позначимо канонiчний (iн’єктивний)

гомоморфiзм з Z в Z2 (породжений фактор-вiдображеннями π2k : Z→ Z/2kZ =

C2k , k ∈ N).
За неперервнiстю функтора λ в категорiї компактiв (див. [66, тв. 2.3.2]),

суперрозширення λ(Z2) можна ототожнити з границею оберненої послiдовностi

· · · → λ(C2n) → · · · → λ(C8) → λ(C4) → λ(C2)

скiнченних напiвгруп λ(C2k). Звiдси випливає, що λ(Z2) є метризовною нульви-

мiрною компактною топологiчною напiвгрупою.

Теоpема 5.10.1. Гомоморфiзм λπ : λ(Z) → λ(Z2) є iн’єктивним на ко-

жному мiнiмальному лiвому iдеалi суперрозширення λ(Z). Таким чином, мi-

нiмальнi лiвi iдеали напiвгрупи λ(Z) є компактними метризовними топологi-

чними напiвгрупами.

Доведення. Згiдно леми 2.2.1, достатньо перевiрити, що гомоморфiзм

λπ є iн’єктивним на деякому мiнiмальному лiвому iдеалi суперрозширення λ(Z).

Зафiксуємо довiльну максимальну iнварiантну зчеплену систему L0 на Z (така

система iснує за лемою Цорна). Згiдно з твердженням 5.2.1 множина ↑L0 =

{L ∈ λ(Z) : L ⊃ L0} є лiвим iдеалом, який мiстить мiнiмальний лiвий iдеал I

суперрозширення λ(Z). Ми стверджуємо, що гомоморфiзм λπ : λ(Z) → λ(Z2) є
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iн’єктивним на I. Зафiксуємо двi рiзнi максимальнi зчепленi системи A,B ∈ I i

перевiримо, що λπ(A) 6= λπ(B).

Оскiльки суперрозширення λ(Z2) є границею оберненої послiдовностi

· · · → λ(C2n) → · · · → λ(C8) → λ(C4) → λ(C2),

то нерiвнiсть λπ(A) 6= λπ(B) буде виконуватися як тiльки ми знайдемо таке

k ∈ N, що λπ2k(A) 6= λπ2k(B), де λπ2k : λ(Z) → λ(C2k) є гомоморфiзмом, iнду-

кованим фактор-гомоморфiзмом π2k : Z→ C2k .

Оберемо довiльну множину A ∈ A \ B. Оскiльки A ∈ L⊥0 \ L0, то згiдно

теореми 5.2.2 ми одержуємо, що A = 2n + A, для деякого додатнього числа

n ∈ Z. Остання рiвнiсть означає, що A = π−1
2n (π2n(A)) є повним прообразом

множини π2n(A) вiдносно фактор-гомоморфiзму π2n : Z→ Z/2nZ = C2n. Звiдси

випливає, що π2n(A) ∈ λπ2n(A) \ λπ2n(B) i, отже, λπ2n(A) 6= λπ2n(B).

Запишемо число 2n як добуток 2n = 2k · m для деякого непарного чи-

сла m i знайдемо (єдину) пiдгрупу H ⊂ C2n порядку |H| = m. Фактор-групу

C2n/H можна ототожнити з циклiчною 2-групою C2k так, що q ◦ pr2n = pr2k ,

де q : C2n → C2n/H = C2k є природнiм фактор-гомоморфiзмом. Наслiдок 5.9.3

гарантує, що гомоморфiзм λq : λ(C2n) → λ(C2k) є iн’єктивним на кожному

мiнiмальному лiвому iдеалi суперрозширення λ(C2n). Зокрема, вiн є iн’єктив-

ним на мiнiмальному лiвому iдеалi λπ2n(I). Таким чином, λ pr2k(A) = λq(Ã) 6=
λq(B̃) = λ pr2k B). Цим i завершується доведення iн’єктивностi вiдображення

λπ : λ(Z) → λ(Z2) на лiвому iдеалi I i, отже, на кожному мiнiмальному лiвому

iдеалi J суперрозширення λ(Z).

Оскiльки мiнiмальнi лiвi iдеали суперрозширення λ(Z) є компактними, то

обмеження λπ|J є топологiчним iзоморфiзмом з J на мiнiмальний лiвий iде-

ал λπ(J) суперрозширення λ(Z2). Оскiльки λ(Z2) є метризовною топологiчною

напiвгрупою, то такими є напiвгрупи λπ(J) та J . ¤

Мiнiмальнi лiвi iдеали напiвгрупи β◦(Z) вiльних ультрафiльтрiв вiдiгра-

ють важливу роль в комбiнаторицi чисел, див. [55]. Ми сподiваємося, що подiбне
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буде виконуватися i для напiвгрупи λ◦(Z) вiльних максимальних зчеплених си-

стем. З наступного твердження випливає, що мiнiмальнi лiвi iдеали λ◦(Z) не

мiстять ультрафiльтрiв!

Твеpдження 5.10.2. Якщо для напiвгрупи X iснує такий гомоморфiзм

h : X → C3, що для кожного y ∈ C3 прообраз h−1(y) є непорожнiм (нескiн-

ченним), то кожен мiнiмальний лiвий iдеал I напiвгрупи λ(X) ( λ◦(X)) не

перетинається з β(X).

Доведення. Iндуковане вiдображення λh : λ(X) → λ(C3) є сюр’єктив-

ним гомоморфiзмом. Отже, λh(I) є мiнiмальним лiвим iдеалом в λ(C3). Вiд-

мiтимо, що λ(C3) мiстить чотири максимальнi зчепленi системи. Крiм трьох

ультрафiльтрiв, iснує максимальна зчеплена система LM = 〈{0, 1}, {0, 2}, {1, 2}〉,
де C3 = {0, 1, 2}. Легко перевiрити, що {LM} є нулем напiвгрупи λ(C3). Таким

чином, λ(h)(I) = {LM}, звiдки випливає, що I ∩ β(X) = ∅.
Далi, припустимо, що для кожного y ∈ C3 прообраз h−1(y) є нескiнчен-

ним. Ми стверджуємо, що λh(λ◦(X)) = λ(C3). Розглянемо довiльну максималь-

ну зчеплену систему L ∈ λ(C3). Якщо L є ультрафiльтром, породженим точкою

y ∈ C3, то ми можемо взяти довiльний вiльний ультрафiльтр U на X, що мiстить

нескiнченну множину h−1(y) i одержимо, що λh(U) = L. Залишається розгляну-

ти випадок L = LM. Зафiксуємо вiльнi ультрафiльтри U0,U1,U2 на X, що мiстять

множини h−1(0), h−1(1), h−1(2), вiдповiдно. Тодi L = (U0∩U1)∪(U0∩U2)∪(U1∩U2)

є вiльною максимальною зчепленою системою, образ якої λh(LX) = LM.

Розглянемо довiльний мiнiмальний лiвий iдеал I ⊂ λ◦(X). Образ λh(I) є

мiнiмальним лiвим iдеалом λ(C3), збiгається з {L4} i не перетинається з β(C3).

Таким чином, I не перетинає β(X). ¤

5.11. Суперрозширення скiнченних груп

В цьому пiдроздiлi ми опишемо структуру суперрозширень λ(G) скiнчен-

них груп G малих порядкiв (бiльш точно, порядкiв |G| ≤ 5). Вiдомо, що поту-
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жнiсть λ(G) дуже швидко зростає, коли |G| прямує до безмежностi. Обчислення

потужностi |λ(G)| є дуже складною комбiнаторною проблемою, що тiсно пов’я-

зана з досi не розв’язаною проблемою Дедекiнда про обчислення кiлькостi M(n)

гiперпросторiв включення на n-елементнiй множинi, див. [39]. Ми обчислили по-

тужнiсть λ(G) тiльки для груп G порядку |G| ≤ 6. Результати (комп’ютерних)

пiдрахункiв подано в наступнiй таблицi:

Таблиця 5.1

Потужностi суперрозширення λ(G) для груп G порядку |G| ≤ 6

|G| 1 2 3 4 5 6

|λ(G)| 1 2 4 12 81 2646

|λ(G)/G| 1 1 2 3 17 447

Далi, ми проаналiзуємо вмiст вищенаведеної таблицi. Спершу вiдмiтимо,

що кожна група G порядку |G| ≤ 5 є абелевою i iзоморфною до однiєї з груп:

C1, C2, C3, C4, C2⊕C2, C5. В подальшому буде зручно уявляти циклiчну групу

Cn як мультиплiкативну пiдгрупу {z ∈ C : zn = 1} комплексної площини.

5.11.1. Напiвгрупи λ(C1) i λ(C2). Для груп Cn, де n ∈ {1, 2}, напiвгру-
па λ(Cn) збiгається з Cn, а напiвгрупа орбiт λ(Cn)/Cn є тривiальною.

5.11.2. Напiвгрупа λ(C3). Для групи C3 напiвгрупа λ(C3) мiстить три

головнi ультрафiльтри 1, z,−z, де z = e2πi/3 i максимальну зчеплену систему

. = 〈{1, z}, {1,−z}, {z,−z}〉, яка є нулем в λ(C3). Суперрозширення λ(C3) iзо-

морфне до мультиплiкативної напiвгрупи C0
3 = {z ∈ C : z4 = z} комплексної

площини. Остання напiвгрупа мiстить нуль 0 i одиницю 1, якi є єдиними iдем-

потентами.

Трансверсальна напiвгрупа λ(C3)/C3 iзоморфна до напiвґратки 2 = {0, 1},
надiленої min-операцiєю.

5.11.3. Напiвгрупи λ(C4) i λ(C2 ⊕ C2). Напiвгрупа λ(C4) мiстить 12

елементiв, а напiвгрупа орбiт λ(C4)/C4 мiстить 3 елементи. Напiвгрупа λ(C4)
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мiстить трансверсальну напiвгрупу λT (C4) = {1,4, ¤}, де 1 є одиничним еле-

ментом групи C4 = {1,−1, i,−i},

4 = 〈{1, i}, {1,−i}, {i,−i}〉 i

¤ = 〈{1, i}, {1,−i}, {1,−1}, {i,−i,−1}〉.

Трансверсальна напiвгрупа λT (C4) є iзоморфною до розширення C1
2 = C2 ∪ {e}

циклiчної групи C2 зовнiшньою одиницею e /∈ C2 (такою, що ex = x = xe

для всiх x ∈ C1
2 ). Дiя групи C4 на λ(C4) є вiльною, отже, λ(C4) iзоморфна до

λT (C4)⊕ C4.

Напiвгрупа λ(C2 ⊕ C2) має подiбну алгебраїчну структуру. Вона мicтить

трансверсальну напiвгрупу λT (C2⊕C2) = {e,4, ¤} ⊂ λ(C2⊕C2), де e є головним

ультрафiльтром, породженим нейтральним елементом (1, 1) групи C2 ⊕ C2, а

максимальнi зчепленi системи 4 i ¤ визначенi аналогiчно як i у випадку групи

C4:

4 = 〈{(1, 1), (1,−1)}, {(1, 1), (−1, 1)}, {(1,−1), (−1, 1)}〉 i

¤ = 〈{(1, 1), (1,−1)}, {(1, 1), (−1, 1)}, {(1, 1), (−1,−1)}, {(1,−1), (−1, 1), (−1,−1)}〉.

Трансверсальна напiвгрупа λT (C2 ⊕ C2) iзоморфна до C1
2 , а λ(C2 ⊕ C2) є iзо-

морфною до C1
2 ⊕ C2 ⊕ C2.

Ми пiдсумовуємо одержанi результати про структуру напiвгруп λ(C4) i

λ(C2 ⊕ C2) в наступному твердженнi.

Твеpдження 5.11.1. Нехай G – група порядку |G| = 4.

1) Напiвгрупа λ(G) є iзоморфною до C1
2 ⊕G i, отже, комутативною;

2) λ(G) мiстить два iдемпотенти;

3) λ(G) має єдиний власний iдеал λ(G) \G, iзоморфний до групи C2 ⊕G.

5.11.4. Напiвгрупа λ(C5). На вiдмiну вiд λ(C4), напiвгрупа λ(C5) має

складну алгебраїчну структуру. Вона мiстить 81 елемент. Одним з них є нуль

Z = {A ⊂ C5 : |A| ≥ 3},
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який є iнварiантний вiдносно бiєкцiй на C5. Решту 80 елементiв мають 5-елемент-

нi орбiти вiдносно дiї групи C5, звiдки випливає, що напiвгрупа орбiт λ(C5)/C5

мiстить 17 елементiв. Через π : λ(C5) → λ(C5)/C5 позначимо проекцiю.

В подальшому буде зручно уявляти C5 як поле {0, 1, 2, 3, 4} з мультиплi-

кативною пiдгрупою C∗5 = {1,−1, 2,−2} оборотних елементiв (тут −1 i −2 ото-

тожнюються з 4 i 3, вiдповiдно). Для елементiв x, y, z ∈ C5 будемо записувати

xyz замiсть {x, y, z}.
Напiвгрупа λ(C5) мiстить 5 iдемпотентiв:

U =〈0〉, Z,

Λ4 =〈01, 02, 03, 04, 1234〉,

Λ =〈02, 03, 123, 014, 234〉,

2Λ =〈04, 01, 124, 023, 143〉,

що комутують i, отже, утворюють абелеву пiднапiвгрупу E(λ(C5)). Оскiльки

E(λ(C5)) є ґраткою, то вона має природнiй частковий порядок: e ≤ f тодi i

тiльки тодi, коли e ◦ f = e. Частковий порядок Z ≤ Λ, 2Λ ≤ Λ4 ≤ U на множинi

E(λ(C5)) подано на малюнку:

Z

Λ 2Λ

Λ4

U

Iншою важливою пiдмножиною напiвгрупи λ(C5) є

√
E(λ(C5)) = {L ∈ λ(C5) : L ◦ L ∈ E(λ(C5))} =

= {L ∈ λ(C5) : L ◦ L ◦ L ◦ L = L ◦ L}.
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Ми покажемо, що ця пiдмножина мiстить точку з кожної 5-елементної орбiти в

λ(C5).

Спершу покажемо, що ця пiдмножина має не бiльш нiж одноточковий

перетин з кожною орбiтою. Справдi, якщо L ∈
√

E(λ(C5)) i L ◦ L 6= Z, то для

кожного a ∈ C5 \ {0} одержуємо

(L+ a) ◦ (L+ a) ◦ (L+ a) ◦ (L+ a) =L ◦ L ◦ L ◦ L+ 4a =

=L ◦ L+ 4a 6= L ◦ L+ 2a = (L+ a) ◦ (L+ a),

звiдки i випливає, що L+ a /∈
√

E(λ(C5)).

Прямим обчисленням легко перевiрити, що множина
√

E(λ(C5)) мiстить

наступнi чотири максимальнi зчепленi системи:

∆ =〈02, 03, 23〉,

Λ3 =〈02, 03, 04, 234〉,

Θ =〈14, 012, 013, 123, 024, 034, 234〉,

Γ =〈02, 04, 013, 124, 234〉.

Для цих систем ми маємо

∆ ◦∆ = ∆ ◦∆ ◦∆ = Λ,

Λ3 ◦ Λ3 = Λ3 ◦ Λ3 ◦ Λ3 = Λ,

F ◦Θ = F ◦ Γ = Z для кожного F ∈ λ(C5) \ C5.

Iншi елементи λ(C5) можна знайти як образи ∆, Θ,Γ,Λ3 пiд дiєю афiнних пе-

ретворень поля C5. Це є вiдображення виду

fa,b : x 7→ ax + b mod 5,

де a ∈ {1,−1, 2,−2} = C∗5 i b ∈ C5. Образ максимальної зчепленої системи

L ∈ λ(C5) пiд дiєю таких перетворень будемо позначати як aL+ b.

Легко перевiрити, що aΛ4 = Λ4 для кожного a ∈ C∗5 , тодi як Λ = −Λ i

Θ = −Θ. Оскiльки лiнiйнi перетворення виду fa,0 : C5 → C5, a ∈ C∗5 , є ав-

томорфiзмами групи C5, то iндукованi перетворення λfa,0 : λ(C5) → λ(C5) є
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автоморфiзмами напiвгрупи λ(C5). Звiдси випливає, що цi перетворення зали-

шають нерухомими пiдмножини E(λ(C5)) i
√

E(λ(C5)). Таким чином, множина
√

E(λ(C5) мiстить максимальнi зчепленi системи:

a∆, aΘ, aΛ3, aΓ, a ∈ C∗5 ,

якi разом з iдемпотентами утворюють 17-елементну пiдмножину

T17 = E(λ(C5)) ∪
{
a∆, aΘ : a ∈ {1, 2}} ∪ {aΛ3, aΓ : a ∈ C∗5},

що проектується бiєктивно на напiвгрупу орбiт λ(C5)/C5. Множина T17 має

вигляд (ми зв’язуємо елемент x ∈ T17 з iдемпотентом e ∈ T17 стрiлкою, якщо

x ◦ x = e):

Z

Λ 2Λ

Λ4

U

−Γ

Θ - 2Θ¾

µ

Γ

±

2Γ

M

−2Γ

I

−Λ3

3
∆ -

Λ3

s

−2Λ3

k
2∆¾

2Λ3

+

Множина
√

E(λ(C5)) мiстить на 24 елементи бiльше i збiгається з об’єд-

нанням T17 ∪
√Z, де

√
Z = {aΘ + b, aΓ + b : a ∈ C∗5 , b ∈ C5}.

Оскiльки кожен елемент напiвгрупи λ(C5) єдиним чином представляється у

виглядi суми L + b для деяких L ∈ T17 i b ∈ C5, то таблицю множення для на-

пiвгрупи λ(C5) можна вiдтворити з таблицi Келi множення елементiв множини

T17:
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Таблиця 5.2

Таблиця Келi множення елементiв множини T17

◦ Λ4 Λ ∆ Λ3 −Λ3 2Λ 2∆ 2Λ3 −2Λ3 aΘ, aΓ

Λ4 Λ4 Λ Λ Λ Λ 2Λ 2Λ 2Λ 2Λ Z
Λ Λ Λ Λ Λ Λ Z Z Z Z Z
∆ ∆ Λ Λ Λ Λ 2Θ 2Θ 2Θ 2Θ Z
Λ3 Λ3 Λ Λ Λ Λ 2Θ + 2 2Θ + 2 2Θ + 2 2Θ + 2 Z
−Λ3 −Λ3 Λ Λ Λ Λ 2Θ− 2 2Θ− 2 2Θ− 2 2Θ− 2 Z
2Λ 2Λ Z Z Z Z 2Λ 2Λ 2Λ 2Λ Z
2∆ 2∆ Θ Θ Θ Θ 2Λ 2Λ 2Λ 2Λ Z
2Λ3 2Λ3 Θ− 1 Θ− 1 Θ− 1 Θ− 1 2Λ 2Λ 2Λ 2Λ Z
−2Λ3 −2Λ3 Θ + 1 Θ + 1 Θ + 1 Θ + 1 2Λ 2Λ 2Λ 2Λ Z

Θ Θ Θ Θ Θ Θ Z Z Z Z Z
2Θ 2Θ Z Z Z Z 2Θ 2Θ 2Θ 2Θ Z
Γ Γ Θ + 1 Θ + 1 Θ + 1 Θ + 1 2Θ + 2 2Θ + 2 2Θ + 2 2Θ + 2 Z
−Γ −Γ Θ− 1 Θ− 1 Θ− 1 Θ− 1 2Θ− 2 2Θ− 2 2Θ− 2 2Θ− 2 Z
2Γ 2Γ Θ− 1 Θ− 1 Θ− 1 Θ− 1 2Θ + 2 2Θ + 2 2Θ + 2 2Θ + 2 Z
−2Γ −2Γ Θ + 1 Θ + 1 Θ + 1 Θ + 1 2Θ− 2 2Θ− 2 2Θ− 2 2Θ− 2 Z

Дивлячись на таблицю, ми бачимо, що елемент Θ не є регулярним в G(C5),

бо Θ ◦ F ◦ Θ = Z 6= Θ для кожного гiперпростору включення F ∈ G(C5).

Звiдси випливає, що напiвгрупи λ(C5) та G(C5) не є регулярними. Також видно,

що T17 не є пiднапiвгрупою напiвгрупи λ(C5) i, отже, не є трансверсальною

напiвгрупою для напiвгрупи λ(C5). Це не є випадковим.

Твеpдження 5.11.2. Напiвгрупа λ(C5) не мiстить трансверсальної на-

пiвгрупи.

Доведення. Припустимо, що λ(C5) мiстить пiднапiвгрупу T , що прое-

ктується бiєктивно на напiвгрупу орбiт λ(C5)/C5. Тодi T мусить мiстити мно-

жину iдемпотентiв E(λ(C5)), а також множину
√

E(λ(C5)) \
√Z. Таким чином,

T ⊃ {U ,Z, Λ,−Λ, ∆, 2∆, Λ3,−Λ3, 2Λ3,−2Λ3}.
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Оскiльки 2Λ3 ◦ Λ = Θ − 1 6= Θ = 2∆ ◦ Λ, то перетин T ∩ (Θ + C5) мiстить двi

рiзнi точки, що суперечить тому, що перетин має бути одноточковим.

¤

Аналiзуючи таблицю множення для множини T17, ми встановили наступнi

властивостi напiвгрупи λ(C5).

Теоpема 5.11.3.

1) Максимальна зчеплена система Z є нулем напiвгрупи λ(C5).

2) λ(C5) мiстить 5 iдемпотентiв: U , Z, Λ4, Λ, 2Λ, якi комутують.

3) Множина центральних елементiв напiвгрупи λ(C5) збiгається з C5 ∪ {Z}.
4) Всi нетривiальнi пiдгрупи λ(C5) є iзоморфними до C5.

5) Напiвгрупи G(C5) та λ(C5) не є регулярними.

5.11.5. Пiдсумкова таблиця. Одержанi результати про суперрозшире-

ння груп G порядку |G| ≤ 5 наведенi в наступнiй таблицi, де через K(λ(G))

позначається мiнiмальний iдеал напiвгрупи λ(G).

Таблиця 5.3

Структура суперрозширення λ(G) для груп G порядку |G| ≤ 5

|G| |λ(G)| λ(G) |E(λ(G))| K(λ(G)) максимальна група

2 2 C2 1 C2 C2

3 4 C3 ∪ {.} 2 {.} C3

4 12 C1
2 ×G 2 C2 ×G C2 ×G

5 81 T17 · C5 5 {Z} C5
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Висновки до роздiлу 5

В п’ятому роздiлi ми вивчили алгебраїчну структуру напiвгруп λ(X) над

групами X. Ми почали роздiл, вивчаючи самозачепленi множини в групi. В пiд-

роздiлi 5.2 ми використали самозачепленi множини для обчислення потужностi

напiвгрупи
↔
λ(X) максимальних iнварiантних зчеплених систем на групi X. В

теоремi 5.2.4 показано, що для нескiнченної групи X потужнiсть
↔
λ(X) дорiв-

нює 22|X| . В твердженнi 5.2.5 i теоремi 5.2.8 ми обчислили потужнiсть
↔
λ(X)

для всiх скiнченних груп X порядку |X| ≤ 8, а також охарактеризували групи

X з |
↔
λ(X)| = 1. В пiдроздiлах 5.4 i 5.5 цi результати використовувалися для

характеризацiї груп X, суперрозширення яких мають правi нулi або є комута-

тивними. У твердженнi 5.3.1 ми показали, що максимальна зчеплена система

L ∈ λ(X) є правим нулем в λ(X) тодi i тiльки тодi, коли L є iнварiантною в

тому розумiннi, що xL ∈ L для всiх L ∈ L i всiх x ∈ X. В теоремi 5.3.2 доведено,

що група X мiстить максимальну iнварiантну зчеплену систему (рiвносильно,

λ(X) мiстить правий нуль) тодi i тiльки тодi, коли кожен елемент X має непар-

ний порядок. Ситуацiя з (лiвими) нулями є дещо iншою: максимальна зчеплена

система L ∈ λ(X) є лiвим нулем в λ(X) тодi i тiльки тодi, коли L є нулем в

λ(X) тодi i тiльки тодi, коли L є єдиною iнварiантною максимальною зчепле-

ною системою на X. Напiвгрупа λ(X) має (лiвий) нуль тодi i тiльки тодi, коли

X є скiнченною групою непарного порядку |X| ≤ 5 (рiвносильно, X є iзомор-

фною до циклiчної групи C1, C3 чи C5). Напiвгрупа λ(X) є комутативною тодi

i тiльки тодi, коли група X має скiнченний порядок |X| ≤ 4.

В пiдроздiлi 5.6 ми описали скоротнi елементи в λ(X). Зокрема, ми показа-

ли, що для скiнченної групи X всi скоротнi злiва чи скоротнi справа елементи в

λ(X) є головними ультрафiльтрами. З другого боку, якщо група X є злiченною,

то множина скоротних справа елементiв мiстить вiдкритий всюди щiльний пе-

ретин з пiднапiвгрупою λ◦(X) ⊂ λ(X) вiльних максимальних зчеплених систем,

див. теорему 5.6.5. Це нагадує ситуацiю з напiвгрупою β(X), що мiстить всюди

щiльну вiдкриту пiдмножину скоротних справа елементiв (див. [55, теор. 8.10]),
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а також з напiвгрупою G(X), скоротнi справа елементи якої утворюють мно-

жину, що має вiдкритий всюди щiльний перетин з множиною G◦(X) вiльних

гiперпросторiв включення.

Згiдно з [55], для кожної групи X топологiчний центр напiвгрупи β(X)

збiгається з X. З другого боку, топологiчний центр напiвгрупи G(X) збiгається

з пiдпростором G•(X) простору G(X), що мiстить гiперпростори включення з

скiнченними носiями, див. теорему 4.6.1. Подiбнi результати виконуються також

для напiвгрупи λ(X): для кожної не бiльш нiж злiченної групи X топологiчний

центр напiвгрупи λ(X) збiгається з λ•(X), див. теорему 5.7.4.

Пiдроздiл 5.8 присвячується опису алгебраїчного центру напiвгрупи λ(X).

В теоремi 5.8.2 ми довели, що для кожної злiченної нескiнченної групи X ал-

гебраїчний центр напiвгрупи λ(X) збiгається з алгебраїчним центром групи X.

Цiкаво вiдмiтити, що для довiльної групи X алгебраїчнi центри напiвгруп β(X)

i G(X) також збiгаються з центрами групи X, див. [55, тв. 6.54] i теорему 4.5.2.

В той же час для скiнченних груп X порядку 3 ≤ |X| ≤ 5 алгебраїчний центр

напiвгрупи λ(X) є строго бiльшим нiж алгебраїчний центр групи X, див. пiд-

роздiл 5.11.

Важливим результатом цього роздiлу є теорема 5.9.1, яка стверджує, що

група X є непарною тодi i тiльки тодi, коли всi мiнiмальнi лiвi iдеали напiв-

групи λ(X) є одноточковими множинами. В цьому випадку мiнiмальний iдеал

K(λ(X)) напiвгрупи λ(X) є замкненою напiвгрупою правих нулiв, що мiстить

всi iнварiантнi максимальнi зчепленi системи.

Одним з основних результатiв п’ятого роздiлу є теорема 5.10.1, яка ствер-

джує, що мiнiмальнi лiвi iдеали напiвгрупи λ(Z) є компактними метризовними

топологiчними напiвгрупами, якi iзоморфнi до мiнiмальних лiвих iдеалiв супер-

розширення λ(Z2) групи Z2 цiлих 2-адичних чисел.
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ЗАГАЛЬНI ВИСНОВКИ

Метод ультрафiльтрiв є одним з найпотужнiших iнструментiв у сучаснiй

комбiнаторицi чисел. Проте вiн має свої межi i не може бути застосований до

певних проблем комбiнаторики чисел. I.В. Протасов висунув припущення, що

такi проблеми можуть розв’язуватись за допомогою максимальних зчеплених

систем. Це було мотивацiєю дисертацiйної роботи, метою якої є дослiдження

алгебро-топологiчної структури напiвгруп гiперпросторiв включення та макси-

мальних зчеплених систем на групах.

У дисертацiйнiй роботi отримано такi основнi результати:

— продовжено (асоцiативну) бiнарну операцiю, задану на дискретному

просторi S, до (асоцiативної) правотопологiчної операцiї на просторi гiперпро-

сторiв включення G(S) та його пiдпросторах i вивчено її взаємозв’язок з ґра-

тковою структурою простору G(S);

— описано деякi важливi пiднапiвгрупи напiвгрупи G(S);

— описано мiнiмальнi (лiвi) iдеали, топологiчнi та алгебраїчнi центри, ско-

ротнi справа (злiва) елементи, правi (лiвi) нулi, комутативнiсть напiвгруп гiпер-

просторiв включення та максимальних зчеплених систем;

— отримано дуальну характеризацiю гiперпросторiв включення зi скiнченними

носiями;

— вивчено самозачепленi множини в групах i обчислено їх мiнiмальну

потужнiсть для деяких груп;

— доведено топологiчну iзоморфнiсть мiнiмальних (лiвих) iдеалiв напiв-

груп λ(Z) та λ(Z2), де Z2 – група 2-адичних цiлих чисел;

— повнiстю описано структуру скiнченних напiвгруп гiперпросторiв вклю-

чення G(H) та суперрозширення λ(H) для груп H малих порядкiв.

Як виявилося, напiвгрупи гiперпросторiв включення та максимальних зче-

плених систем мають набагато складнiшу структуру нiж напiвгрупи ультра-

фiльтрiв. Це спостерiгається вже на скiнченному рiвнi: для скiнченної напiв-
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групи S напiвгрупа ультрафiльтрiв β(S) iзоморфна S, в той час як порядок

напiвгруп λ(S) i G(S) має експоненцiальний рiст, коли |S| прямує до безмежно-

стi, i, як наслiдок, їх структура набагато складнiша, нiж структура S.

У дисертацiйнiй роботi широко використовуються методи теорiї груп та

напiвгруп, теорiї правотопологiчних напiвгруп, p-адичного аналiзу, теорiї ка-

тегорiй, функторiв i монад, загальної топологiї, загальнi теоретико-множиннi,

комбiнаторнi та тополого-алгебраїчнi методи. Результати дисртацiї опублiкова-

нi в 5 наукових статтях у журналах, включених до перелiку ВАК України та

апробованi на численних мiжнародних конференцiях та школах. Їх достовiр-

нiсть та наукове значення пiдтверджуються цитуваннями у статтях iнших ав-

торiв, зокрема, недавньому оглядi “Algebra in the space of ultrafilters and Ramsey

Theory” Н. Гайдмена та Д. Штраус.
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39. Dedekind R. Über Zerlegungen von Zahlen durch ihre grüssten gemei-
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